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Gebrochenrationale Funktion

1 Gebrochenrationale Funktion

2
— z’42z+1
f2(z) = %6 1

1
fi(z) = 7{1;_'_ 2. 6 4

r=-2:

Formen der gebrochenrationalen Funktion

Summendarstellung der gebrochenrationale Funktion:
Z(x)
_apz" + 12"+ ap_ox™ 2.+ agx® + a1zt + ag
- b @™ 4 by 1™+ bpy_ox™ 2.+ box? 4 bzt + by
Zahlerpolynom vom Grad n:
Z(x) = ant™ + an_ 12"+ an_ox™ 2.+ axz? + arzt + ag
Nennerpolynom vom Grad m:
N(z) = bp@™ + by 8™ L+ by _02™ 2.+ box® + byt + by

Produktdarstellung (faktorisierte Form) der gebrochenra-
tionale Funktion;
F@) = a (x —21)(x — 22)(x — 23)...

(z —n1)(x — n2)(x — ng)...

z1, 22, 23... Nullstellen des Zé&hlers

n1, N9, n3... Nullstellen des Nenners

Definitions- und Wertebereich

Definitionsbereich:

Nullstellen des Nennerpolynoms ausschlieflen.
N(z)=0

ny, no, ns... Nullstellen des Nenners (Definitionsliicken)
D =R\ {ng,n1,no..}

(siehe Algebra - Gleichungen)

Wertebereich:

Bestimmung nur nach Kurvendiskussion maoglich.

Nennerpolynom:

2
z°4+2x+1
f2(2) = —3—7—

Zihlerpolynom:Z (z) = 2® + 2z + 1
Nennerpolynom: N (z) = 2® — 4
Faktorisierte Form:

_ _(@+1)?
2(2) = e

z©—4

f3 (m) = m
Funktion nach der Polynomdivision:

Zahlergrad:2
Nennergrad:2

fa(@)=z+15+ 3;11%;
1
Jil (m):m
D=R\{-2}
22+ 2+ 1

f2 (.T) = 2 — 4
Nenner Null setzen

22 —-4=0

22 —4=0 /+4
= +V4

x1:2 .’L'2=*2
D=R\{-2;2}

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochenrationale Funktion

Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:

f(=z)=—f(x)
Achsensymmetrie zur y-Achse:
f(=x) = [(x)

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

Zahlerpolynom gleich Null setzen.
Zéhlerpolynom: Z(x)=0

z1, 22, z3... Nullstellen des Zahlers

(siehe Algebra - Gleichungen)

Verhalten im Unendlichen - Grenzwert - Asymptoten

e Zihlergrad>Nennergrad

lim f(x)=+c0 lim f(z)=+o00

xr—r0o0 r—r—00

Das Vorzeichen der Glieder mit der hochsten Potenzen
und der Grad der hoéchsten Exponenten, bestimmen das
Vorzeichen des Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich

an , (00)™

lim b (o) = +oo

T—r 00

Grenzwert gegen minus Unendlich

; ay | (zo0)™
xllf—noo bm  (—o0)™ T +00

o Zihlergrad=Nennergrad+1
Polynomdivision - schiefe Asymptote

o Zihlergrad=Nennergrad
QAn

lim f(z)=-—

r—too bm

horizontale Asymptote: y = Z—"
m

o Zahlergrad<Nennergrad
lim f(x)=0

r—+oo

horizontale Asymptote: y = 0

2
z°4+2x+1
fo(2) = —3—F—

Zahlerpolynom gleich Null setzen:

224+22+1=0

—24++v22-4-1-1
Ti/2 = 2.1

—24+40
Ti/2 = —F
xlz—l 1‘2:—1

x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Zéhlergrad < Nennergrad
lim =

z—+oo T + 2

Horizontale Asymptote: y = 0

Ziahlergrad = Nennergrad
1z 42241

rgr:?oo 1.’1}2 —4 B L

Horizontale Asymptote: y = 1

Zéhlergrad = Nennergrad+1

2 —4
fs(z) = ——=
2
Jim =0
lim 1% —o0)? _ 0
z—0o 1 (—=00)T
oder
21— )
lim xl = 00
T—00 1=
z(l—-2)
Ty
?(1- =)
lim xl = —00
T——o00 1 15)
x( .
Polynomdivision :
(«? -4 )i(z—-1 r+11
—(z® —1iz)
1%w —4
—(13z —21)
—13

1
1 -13
fa(z)=x+15+ —

Schiefe Asymptote: y = x + 1

N

1
2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 3
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Gebrochenrationale Funktion

Verhalten an den Definitionsliicken - Grenzwert - Asymptoten

D=R \ {$0,$1..}

Zo,x1.. sind Definitionsliicken von f(x)

lim f(z) =o00=
T—rTo

Vertikale Asymptote: x = zg

Ableitung

Die Ableitungen bildet man durch die Quotientenregel:
Z'(x) - N(z) — Z(x) - N'(x
Fla) = (z) (]37 2() (z)
(N(z))
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion

an der Stelle x an.

Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funk-

tion an der Stelle x an.

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente
(HT).

e f/(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (z9) > O(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei

o [ (x9) < 0(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg

o [ (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

li

=00
lim —— =

r——2" (1’ + 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): x = —2

(z+1)°

li —_— =
x—)lEHQ‘F (z+2)(z —2) *°

: (z+1)?

lim ———F——— =

A G-
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

i @D
a2t (. +2)(z —2)
(z +1)?

lim — )
o @+ D@ —2) O
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

0-(z+2)—1-1
fi (xo) 1: %
= 71: = o)
ey
= ——=
B ( Jﬁ)
T (z+2)2 )

_ 0 (z*+4z+4)—(—1)-(2z+4)

f” ((i)(_; y (z2+4z+4)2
= (z2+4x+4)2
_ 2x+4
T (22 44x+4)2
_ 2z+4
= @ tictd?
_ 2(x+2)
(24
_ 2
~ (z+2)3

2
fo (z) = =422t
i (z) = (2z+2)-(12(742)7()122+2z+1)-2z

—4

_ (2x3+2$2—8x—8)—(902x3+4x2+2x)
B 22210 8(1274)2
= T @2-42
£i(z) = —2z%2 — 10z — 8 .
2 T ozt —822416

222 10z —8=0

110+ /(10> —4- (~2) - (-8)
e 2-(-2)
+10+ V36

—4
10£6

T1/2 =

T1/2 = 1
_10+6
4 —4

1= —4 To = —1

"(—4) = 6 > 0 = Tiefpunkt: (—4/2)
1)= -6

—1) < 0 = Hochpunkt: (—1/0)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochenrationale Funktion

Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine
horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei-
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f'(x) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton
steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Plus

nach Minus.

< | x <z
f'(=) + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton

fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f/(z) von Minus

nach Plus.
xz < T <z
f'@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten &ndert sich nicht. Kein Vorzeichen-

wechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z x < 1 <z
@ [+ o T+ [ Ff@ [ -1 0o |-
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.

fi(2) = G
Zahler = 0
keine Losung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xo = —2; 1-fache Nullstelle

Wendepunkt und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Krimmungs-
verhalten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).
Einsetzen der Nullstellen zg, ;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver- eKriimmung
halten gleich Null. £ (@) = ﬁ
o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung) Zhler = 0

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xq,z1..). Zur keine Losung

Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer- Nllselles dles Nemness s 76) Fhemeuass

den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin- x3 = —2; 1-fache Nullstelle
reichende Bedingung) Einen Wert kleiner bzw. grofler als die r<|-2|<=z
ff@) ] — [ 0] +

Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f”(x) in die Ta-

belle eintragen. z €] — 200 f’(x) >0 linksgekrimmt
e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt

x €] —o0;—2[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt

nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < T <z T < 1 <z
f'@) |+ 0 - | M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht.

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung
x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + 0| + [ ff= | =] 0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK
Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

2 Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad
2.1 Aufgaben

1) f@)=1 (10) f() = 3

(2) f(f):% (11) f(z)_$2+_2‘2+1
1 ¢ —6x+9

10 (12) f@) =

(4) f@)=-—— (13) J(@)=

(5) f(a:>=_§j”_é W) @ =5

©) F@) =5 1s) 1 @):1%;111

M 1@= =)

©) Fl)= a7 f@ =2

©) (@)= g 09 f@=¥t

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 6 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Aufgaben

—4 1
(19) Fla)=—52
2z — 1
(20) f(r)= 5
Ly
GO F@ = mh
—1i 9
(22) flo)= 2

(23)
(24)

(25)

f(x)
f(x)
f(x)

1

:x3+3x2+3x+1
242z +1

:x3+3x2+3m+1
2 -1

:3334-3:102—1—337—1—1

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

2.2 Losungen

Aufgabe (1)
eFunktion/Faktorisieren
1
f(@)= =
Nenner faktorisieren:
z=0
z=0=2=0
r1 =0; 1-fache Nullstelle
Faktorisilerter Term:
f(z) = =
e Definitionsbereich: D =R\ {0}
1
f(z) = =
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
f’(x)—o.x_l-l
o (@2
~0-1
- (@)
~ @p
-1
()2
0-2%—(-1) 2z
f// (m) = ($2)2
00— (=2
o (a2
2z
- (2?)?
2z
- (2?)?
2z
Tt
2
T2
2
T8
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1=0
keine Loesung
e Vorzeichentabelle:
< |0| <=z
fl@)| — J0] +
x €]0;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse
x €] —00;0] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse
e Grenzwerte und Asymtoten:
A T
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 8 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Horizontale Asymptote: y = 0

lim — = o0
z—0t T

lim — = -0
z—0— X

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

fla)=— =0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

-1
f! (z) = )
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
x9 = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0| <z

ffl@) | — ]0] =

x €] —o0;0[ U ]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
2

[ (x) = ey

Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
x3 = 0; 1-fache Nullstelle

r< |0 <z
ff@) | — 0] +

z €]0;00[ f"(x) >0 linksgekriimmt

z €] —00;0[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

Ableitung von f(x)

. - - - & L - - .
v | fle)| f(=) f"(x) x| fla) | f(=) [ (=)
-7 [ -2 ] —4 [-0,00583 0 [ oo | 326652 | —o0
—63 | —=5 [ —0,0237 | —0,00728 I EE —4 16
1 1 1
_56l - — 0,012 11l ; —0 i45 0 52>93
S . s R —— > Tt T =02 | 0,2
AL T & oo | (2l 2 T —o.i6 | 0.128
2 9 81 ) 2 5 ’ !
—4 | —171-0,0625 — 3 & | —0,111 | 0,0741
31 =2 10,0816 | —0,0466 33| 2 [-0,0816 | 0,0466
-3 | -2 | —0,111 | —0,0741 41 7 |-0,0625 =
1 2 1 2 4
" % ’ ) . g 245 125
-1 | =2 | —0,445 | —0,593 55 | = — 5 0,012
-1 -1 —1 —2 6| 1 —36 8
T2 —4 —16 62| = |-0,0237 [ 0,00728
0 | oo | 32653 —0 R —75 | 0,00583
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
fa=—
Nenner faktorisieren:
x=0

r=0=2z=0

r1 =0; 1-fache Nullstelle

Faktorisieliter Term:

f(z)= o

¢ Definitionsbereich: D =R\ {0}
-1

f@)=—

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
_0-z— (-1)-1

8

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—1=0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
< |0 <z

flx) | + [0 -
x €] —00;0[  f(x) >0 oberhalb der x-Achse

€]0;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim (=1 =0

T—Fo0 ;L'(l
Horizontale Asymptote: y = 0

Aufgabe

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

=1

lim — = —o0
z—0t X

lim — =
z—0— T

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1
!
f(z) = Pl 0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

1
f(z)= o}
Zaehler = 0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xo = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0| <=z
flle) | + (0] +

z €] —o0;0[ U ]0;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

e Kruemmung

-2
I (z) = 3
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg3 =0; 1-fache Nullstelle

r<|0| <z
f'@) | + [0] -

z €] —00;0[ f"(z) >0 linksgekriimmt

x €]0;00[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Ableitung von f(x)

—6
x| flx) | f'z) f"(x) | fl=)| fl=z) [ (x)
-7 3 5 0,00583 0 [ —oo [ 32653 o
—63 | % [ 0,0237 [0,00728 11 -2 4 —16
—52 i I 0,212 11 3 0, 445 —0,593
—51 5 % = 21 = 0,25 —0,25
-4 ] = o 0,0219 27 | —% 0,16 —0,128
-4 | ; 0,0625 = 3 -3 ] 0,111 | —0,0741
—33 | % [ 0,0816 [ 0,0466 33| —2 | 0,0816 | —0,0466
-3 ] 3 0,111 | 0,0741 4] —1 | 0,0625 — =
—2; | % 0,16 0,128 47 —% % -0, 02219
—21 % 0,25 0,25 51 3 = -
-1 | % 0,445 | 0,593 57 | —= o7 —0,012
-1 1 1 2 6 [ —¢ 5 — 1z
-1 2 4 16 63 | —75 | 0,0237 [ —0,00728
0 [ —oo | —32654 o0 7] -3 5 —0,00583

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

f@) =

Nenner faktorisieren:
r+2=0

r+2=0 / —2
T=-2
r1 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
fla) = (x4 2)
e Definitionsbereich: D=R\{-2}

1
F@) =
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
Loy 0 (x+2)—1-1

(22 4+ 4z + 4)?
B 2 + 4
(22 + 4w+ 4)2
2z +2)
(x4 2)
B 2
(z+2)3
B 2
a3 622+ 120+ 8

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <z

fl@) | — [0 ] +
x €] —2;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 14

https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

1
T—r 100
x(l + ;)
Horizontale Asymptote: y = 0

lim
r——2F (LC + 2)

lim —— = —
ot (xt2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

/ = e—————
Filw) = 2 +4r +4
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, B _
fiz) = 2 +4x +4
Zaehler = 0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
r9 = —2; 1-fache Nullstelle

r< | 2| <z

fila)] = 10 ] =

T€l—o00;—2[ U ]—2;00] f'(z)<0 streng monoton fallend

e Kruemmung

1" o
! (x)_x3+6x2—|—12x—|—8
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r3 = —2; 1-fache Nullstelle

r< | 2| <z
ffl@) ] — 0] +

z €] —2;00 f"(z) >0 linksgekriimmt

x €] —o0;—2[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 15
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

. . . . . . 8 +
) = (D)
flx) = Tz+2)

Ableitung von f(x)

2
- - - P o g - - -
z | f (f) f’(ff) f”(gﬁ) z | f (190) fx) | ()
_71 21 = —Z 0] 3 [ =025 ] 02
—61 [ -2 | —4 [—0,0219 T 2] 0,16 | 0,128
—6 [ -1 [ -0,0625| —& 1 5 | —0,111 | 0,0741
—51 [ =2 10,0816 | —0,0466 | [ 13| 2 | —0,0816 | 0,0466
=5 [ =% | —0,111 [ —0,0741 2 s | —0,0625 =
—41 =27 —0,16 | —0,128 oI | 2 —a | 0,0219
—4 [ =1 -0,25 | —0,25 3 1 o= T
=31 -2 —0,445 [ —0,593 31| 2 — oo 0,012
-3 | -1 —1 -2 411 — = T8
21 2 —4 —16 45 | % [-0,0237]0,00728
—2 | oo | 32651 —00 5 z -5 0, 00583
-13 | 2 —4 16 55 | & | —0,0178 [ 0,00474
-1 1 —1 2 6 [ = —a; | 0,00391
—I 172 ] -0,445 | 0,593 61 2 [ —0,0138 | 0,00326
0 10,25 0,25 T -5 | 0,00274
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 16 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
-1

f(x)= P

Nenner faktorisieren:

r—2=0

r—2=0 /+2
=2
x1 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

f(x):m

o Definitionsbereich: D =R\ {2}

1

f@)=—;

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z—2)—(-1)-1
! —
f (l‘) - ({E _ 2)2
_0-(-1

" @-2p
1

0-(2? —dz+4)—1-(2z—4)
(22 —4x + 4)?

[ (@) =
0— (2 —4)
(22 — 4z + 4)?
_ —2x+4
(22 —dx +4)2
- -2z +4
(22 — 4w +4)2
_ —2(x—2)
-~ (@—2)
-2
(x —2)?
-2
3 — 622+ 122 — 8
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
—1=0
keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r< |2 <z

fle) | + [0] —
x €] —o00;2] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €]2;00[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

Aufgabe

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

lim =0
r—+oo 2
z(l——)
T
Horizontale Asymptote: y =0

lim ——— = —
lim ——  —
onr- (x—2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

1
4 —_ —
fl) = 2?2 —4dx+4 0
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

' _
fw) = 2 —4r +4
Zaehler = 0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x9 = 2; 1-fache Nullstelle

r<|2| <=z
flle) | + (0] +

r€l—00;2] U 200 f'(z) >0 streng monoton steigend

e Kruemmung
-2

17" _
J@) = 5 Gy 12—
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
x3 = 2; 1-fache Nullstelle

r< |2 | <x
f'@) | + [0] —

z €] —00;2] f"(x) >0 linksgekriimmt

z €]2;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Ableitung von f(x)

—6 —4 -2
—92
—4 4
_6 £
. . . . R L - -

z | flx) | fl=) | f"(=) z | flz) | flz) f"(z)
—7 3 ar 0,00274 0 z 0,25 0,25
—6% | & [0,0138]0,00326 z £ 0,445 0,593
—6 [ a7 10,00391 1] 1 1 2
—53 | = [0,0178 | 0,00474 17| 2 4 16
-5 | 1 = 10,00583 2 [ —oo [ —32651 00
—43 | % [0,0237 [ 0,00728 27 | -2 4 —16

1 1 T

PR R A I I e =
—33§ i 1 0, (;12 34§ -3 Od 42455 —06 52953
I3 s 53 T2 ’ 0.

ol [ 2 o 0,0219 41 2 0,16 0,128
-2 3 10,0625 = 5 [ -2 [ 0,111 |-0,0741
—13 | 2 [0,0816 | 0,0466 | |55 | —2 | 0,0816 [ —0,0466
-1 3 0,111 | 0,0741 6 | —; | 0,0625 —35

1 2 1 2 )
-3 | : 0,16 | 0,128 6z | -3 = —0,0219
0 3 | 0,25 | 0,25 7] -2 o= —=
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 19 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
_1
f (x) = "3 . il
L3702
Nenner faktorisieren:

—5e—5=0

o
Il
o
~
+

| I
Wl row|
K 8
I |
| =N~ N

) 8
Il |
R
W= | ool
w

T1= - 1-fache Nullstelle

Faktorisierter 1Term:

)= 3
T

e Definitionsbereich: D=R\ {i}

1

=

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
oy R - (3 ()
SR

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Z alehler =0
—Z =0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
Tz < f% <z

fl)| — 1 0| +

%; oo[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —

Aufgabe

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

x €] — o0; —Z[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

-3
T

Horizontale Asymptote: y = 0
1

lim =0
r—+oo

lim — 3
eomit —5@+ )
1

lim ——3— =—

ro-3” —3(T )

3
Vertikale Asymptote (Polstelle): x = ~1

=0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
2

() = 9
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2

fla@)=15—

2
g7+ 3o+
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen

To = —Z; 1-fache Nullstelle

3
r < -1 <z

ffl@)| = 10 ] -

U ]- E oo f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung

16 4
f”(fﬁ)z 871$+?
Eo s B+ et 1 det &

Zaehler =0
16 4 4
[ S 1
TR T "8l
_ 27
T="16

81
3
T4

T3 = —g; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen

Ty = —g; 1-fache Nullstelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 21
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

T < f% <z < f% <z
fflo) | = 10| = |0 ]+
z €| — %; oo f"(z) >0 linksgekriimmt
3 3 3 I .
x €] — 00; —1[ U |- T _Z[ f"(x) <0 rechtsgekrimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

f@) = =y

3 T3

Ableitung von f(z)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

v | fl@)| [f=) f" (@) z | flz)| fl=) )
—7 | —Z ] -0,0128 | —0,0041 0] 2 —0, 889 2,37
—6% | —= | —0,0151 | —0,00526 1] ¢ —0,32 0,512
—6 | —Z | —0,0181 | —0,00691 K —0,163 | 0,187
—51 | =% [ —0,0222 | —0,00933 | [1f ] 2 [ —0,0988 [ 0,0878
-5 | == | —0,0277 | —0,013 2 | & | —0,0661 | 0,0481
—4I [ =27-0,0356 | —0,019 25 | 5 | —0,0473 | 0,0291
—4 | =2 [-0,0473 [ —0,0291 3 [ % [ —0,0356 | 0,019
-32 | =% | —0,0661 | —0,0481 33| & | —0,0277 [ 0,013
—3 | =2 [-0,0988 [ —0,0878 4 | 2 [ —0,0222 [0,00933
—2; | -2 [ —0,163 | —0,187 47 | & | —0,0181 | 0,00691
-2 | -3 | —0,32 —0,512 5 | & | —0,0151 | 0,00526
—1I [ =27 -0,8%9 | —2,37 55 | = | —0,0128 | 0,0041
-1 | —2 | =804 —64,3 6 | = [ —0,011 [0,00325
-3 2 | -804 64,3 63 | = | —0,00951 | 0,00262

0 z —0,889 2,37 7 | & [-0,00832]0,00215

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 23 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

f@) =

Nenner faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

x1 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

f@) =

¢ Definitionsbereich: D =R\ {0}

f) =

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-22—-1-2z
f(z) = W

8
=

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r<|0|<x

fl)] + 0| +
x €] —00;0] U ]0;00[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 24
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

T
Horizontale Asymptote: y = 0

im — =00
z—0+t X

. 1

lim — =00
z—0— T

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

f'(@)=—5 =0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

-2
f(x) = Py
Zaehler = 0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
r9 = 0; 2-fache Nullstelle

r<|0| <z
fll@) ] + 0] -

z €] —00;0[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

6
[ (x) = e
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r3 = 0; 2-fache Nullstelle
r<|0| <=z
f'x) | + [0] +
z €] —o00;0[ U J0;00[ f"(z)>0 linksgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 25
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Ableitung von f(x)

—6
-2 4
—4 4
_6 £
. - - P o g - . .
T f(z) f'(x) f"(x) r | f(z) f'(x) f"(z)
—7 5 0,00583 | 0,0025 0 00 0 —00
—63 | 0,0237 | 0,00728 | 0,00336 z 4 —~16 96,2
-6 | &= == | 0,00463 1 1 —2 6
52| o 0,012 | 0,00656 13 ) —0, 593 1,19
-5 = = 0,0096 2 1 —0,25 0,375
—41 T 0,0219 | 0,0146 23 7= —0,128 0,154
—4 = 0,0313 | 0,0234 3 3 —0,0741 | 0,0741
—37 | 4 0,066 | 0,04 331 45 | —0,0466 | 0,04
-3 3 0,0741 | 0,0741 4 i —0,0313 | 0,0234
—21 = 0,128 | 0,154 47 = —0,0219 | 0,0146
-2 1 0,25 0,375 5 o= = 0,0096
-1z 3 0,593 1,19 57 | o7 —0,012 | 0,00656
-1 1 2 6 6 = —o= | 0,00463
-2 4 16 96,2 65 | 0,0237 | —0,00728 | 0,00336
0 00 0 —00 7 = —0,00583 | 0,0025
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 26 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
f) ==
Nenner faktorisieren:

22 =0

?=0=2=0

r1 =0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
fla)=—
e Definitionsbereich: D =R\ {0}
—1
fla)=—

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-2%2—(-1)-22

(z2)?
00— (—22)
(@22
2z
22)?
2z
22)2
2795

—~

—~

Ru‘ M&u‘ Mgﬁb

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

-1=0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r<|0|<x

fl@)| — 10] =
x €] —00;0] U ]0;00[ f(x) <0 wunterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 27
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

o 5D
Tz—Fo0 xz(]_)
Horizontale Asymptote: y = 0

z—0t I
lim — = -o0
z—0- T

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
2
fl(x) = Pl 0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

2
f(x) = 3
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x9 = 0; 2-fache Nullstelle

r<|0| <z
fll@) ] — 0] +

x €]0;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z €] —00;0[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

—6
[ (@) = ey
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg =0; 2-fache Nullstelle

< |0| <=z
f'@) | = 10] =

r €] —00;0[ U ]0;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 28
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Ableitung von f(x)

z f(@) f'(z) ) ['[=] fl@ f'(z) f(z)
—7 — —0,00583 | —0,0025 0 —00 0 00
—61 | —0,0237 [ —0,00728 [ —0,00336 7 —4 16 —96, 2

1 1

_61 3 — 1= | —0,00463 11 1 2 —6
—51 E. —0,012 | —0,00656 | |11 —1 0,593 —1,19
_5 I - —0,0096 2 —1 0,25 0,375
—41 —% —0,0219 | —0,0146 23 —% 0,128 | —0,154
—4 — = —0,0313 | —0,0234 3 -3 0,0741 | —0,0741
=31 —= —0,0466 | —0,04 3] - 0,0466 | —0,04
-3 -1 —0,0741 | —0,0741 4 — 16 0,0313 | —0,0234
—21 —= —0,128 —0,154 47 — 2 0,0219 | —0,0146

1 2

—21 —% —0,25 —0,375 51 = = —0,0096
-1z -3 —0,593 —1,19 57 = 0, (1)12 —0, 00656
] ) ) 6 6 — o= | —0,00463
-1 —4 —16 —96,2 6% | —0,0237 | 0,00728 | —0,00336

0 —00 0 00 7 —4& | 0,00583 | —0,0025
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3

1) =g

Nenner faktorisieren:

22 4+4=0

w2 +4=0 /-4

lw?=—-4 /:1
—4

z?=—

keine Losung

Faktorisierter Term:

3
f(fc):m

o Definitionsbereich: D=R

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z2+4)-3-2z
() —
F@ == g
~ 0—6x

" @y
N
S wap
_ —bx
CET
£ () = (—6) - (z* + 822 + 16) — (—6x) - (42 + 161)
(z* 4 822 4 16)2
(=62t — 4822 — 96) — (—242* — 962?)
(24 4 822 4 16)?
18z% 4 4822 — 96
(% + 822 + 16)?
182 + 48z% — 96
(% 4 822 + 16)?

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

3=0

keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
r€eR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

Horizontale Asymptote: y =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 30
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

—6x
!
== O
f(@) x4+ 822 + 16
r=0=2=0
x1 =0; 1-fache Nullstelle
3

710 = -5

770)<0= Hochpunkt:(O/Z)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—6x
/ _
F@) = s 16
Zaehler = 0
r9 = 0; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen

r<|0| <=z
ffl@) | + 10| -

x €] —o0;0[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

18z* 4 4822 — 96

1" o
P (®) = 577626 7 960 1 25622 1 256
Zaehler =0

u = .r2 U2 = ZA

18u? + 48u — 96 = 0

—48 £ /482 — 4-18 - (—96)

Y172 = 2.18
—48 ++/9,22-103
Ui = 36
—48 4+ 96
/2= e
—48 4+ 96 —48 — 96
U = —- Uy = ———
1 36 36
Uy = 1§ Ug = —4
1
.Tz = ].g
1
r; =1,15 o =—1,15
z? = —dx = +v/—4

Diskriminante negativ keine Lésung
r3 = —1,15; 1-fache Nullstelle
x4 = 1,15; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen
r< | -1 |<zx<|L 16| <z
f'(x) | + 0 - 0 | +

x €] —oo;—1,15[ U ]1,15;00 f"”(x) >0 linksgekriimmt

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 31
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

xr €] —1,15;1,15] f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

8 —_
f(l) - (1z2+4)
Ableitung von f(x)
. B N N 6 T
4 4
2 34

—6 —4 -2 2 4 6

-2 1

—4 4

_6 £
. . . . . 1 . - .
T flz) | f'x) | (=) x (z) f'(z) f"(x)
—7 = 0,015 | 0,00576 0 2 0 —0,375
—63 | 0,0649 | 0,0182 [ 0,00744 z 2 —0,166 | —0,254
—6 = 0,0225 | 0,00975 1 2 —0,24 | —0,048
—52 10,0876 | 0,0281 | 0,013 13 = —0,23 | 0,0676
-5 — 10,0357 [ 0,0175 2 g -2 0,0937
—43 | & 10,0459] 0,0239 | [2f] 2 —0,143 | 0,0822
—4 = 0,06 0,033 3 = —0,107 | 0,0628
-3 2= ]0,0795 [ 0,0458 33 = —0,0795 | 0,0458
-3 = 0,107 | 0,0628 4 = —0,06 | 0,033
—21 = 0,143 | 0,0822 43 = —0,0459 | 0,0239
-2 2 E 0,0937 5 = —0,0357 | 0,0175
-1z | £ 0,23 | 0,0676 | |53 | 0,0876 | —0,0281 | 0,013
-1 2 0,24 | —0,048 6 - —0,0225 | 0,00975
-2 2 0,166 | —0,254 63 | 0,0649 | —0,0182 | 0,00744
0 2 0 —0,375 7 = —0,015 | 0,00576
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

—4
f(x)= 22 _ 4
Nenner faktorisieren:

2®—4=0

w2 —4=0 /+4
=4 /:1

4
2—7
T
x=+V4
xr1 =2 To = —2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

T = -2

e Definitionsbereich: D=R\{-2;2}
4

F@) =

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
b 0@ —4)—(—4) -2z
f (.’17) - (xQ _ 4)2

v, 8- (z*—8z% +16) — 8z - (42® — 16x)
7w = (x* — 822 + 16)?
(8z* — 6422 + 128) — (32z* — 12822)
(x4 — 822 + 16)?
—242* + 6422 + 128
(x* — 822 + 16)2
—24x* + 6422 + 128
(x4 — 82 + 16)2
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
—4=0
keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <r<|2|<zx

fx)y| — | 0 + 0| —
x €] —2;2[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ U ]2;00] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 34
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

lim (=4)
r—+oo 4

x
Horizontale Asymptote: y =0
—4

=0

li —_— =
oot @+ 2)(x—2)

li _
e (x4 2)(z — 2)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

= —0

im ———— = —
oozt (z+2)(x—2)
m —
oo (+2)(@—2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
8x

I T e
F@)=a—szr16 "
r=0=2=0

r3 = 0; 1-fache Nullstelle
1
17(0) = 3> 0 = Tiefpunkt:(0/1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

8x
/ _
fiz)= x4 — 822 +16
Zaehler = 0
r4 = 0; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
rs = —2; 1-fache Nullstelle
re = 2; 1-fache Nullstelle

r< | 2| <z<|0|<z< |2 <2z
)| — 0 - 0 + 0] +

x €)0;2[ U ]200[ f'(x) >0 streng monoton steigend

r€l—o00;—2[ U ]—2;0] f'(x) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
—24x* + 6422 + 128

" o
P (*) = 51625 + 9627 — 25622 1 256
Zaehler =0

u = z? u? =zt

— 2442 + 64u + 128 =0

—64 £ /642 —4 - (—24) - 128

Uy =

2. (—24)
—64+ /1,64 - 104
Uy =
—48
_ —644128
W2 = T
~ —64+128 ~ —64—-128
TS BT
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

1
uy = —lg Uy = 4
L
o3 3
Diskriminante negativ keine Losung

2 =4
x=+V4
.171:2 .1‘2:—2

xr7 = —2; 1-fache Nullstelle
xg = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
x9 = —2; 1-fache Nullstelle

210 = 2; 1-fache Nullstelle

r<| 2| <z<|2|<=x
f'@)] = ] 0 + 10| -

z€]l—2;2[ f’(z) >0 linksgekriimmt

r €] —o00;—2[ U ]2;00] f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

Ableitung von f(x)

P

-2 4
—4 4
_6 .
. - - . . > - - . . .
z f(=) f'(z) f"(x) z | f(z) f'(z) f(z)
—7 = —0,0277 | —0,0133 0 1 0 0,5
1 1
—63 | —0,105 [ —0,0355 | —- 3 1+ 0,284 0,721
—6 [ —& | —0,0469 [ —0,0273 1 13 0,889 2,07
—53 | —1o5 | —0,0639 | —0,0419 13 22 3,92 16,1
-5 | —5; [ —0,0907 | —0,0682 2 —o0 | —3,27-103 )
—45; | -z | -0,136 | —0,121 | [25 [ 17 3,96 —16
—4 —3 —0,222 | —0,241 3 - 0,96 —1,98
—37 | —% [ —0,411 | —0,581 | [33] —x 0,411 —0,581
-3 -2 —0,96 —1,98 4 —3 0,222 —0,241
-2; | -1 —3,96 —16 4 —& 0,136 —0,121
-2 —o0 | 3,27-103 o0 5| —o¢ 0,0907 | —0,0682
-11 22 -3,92 16,1 55 | — 1= 0,0639 —0,0419
-1 13 —0, 889 2,07 6 —3 0, 0469 —0,0273
1 2
-1 1+ —0,284 | 0,721 65 | —0,105 | 0,0355 —=
0 1 0 0,5 T & 0,0277 | —0,0133
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
1

_ 5
f(z) 2 422 +1

Nenner faktorisieren:
2 4+2r4+1=0

122422 +1=0

24422 -4.1-1
Ty/2 = 2.1

—24+0
xl/QZT

—-240
Ti/2 = D)

—-240 —-2-0

xr1 = To = B)
£E1=—1 5622—1

r1 = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisiertelzr Term:

_ 5
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
1
_ 5
flz)= 22 4+ 22 +1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z2+22+1)— 1 (22 +2)
f'(z) = .

(22 42z +1)2
_0-(Gz+3)

(2420 +1)2
2 2
_ 5%~

(22422 +1)2
_2,_ 2
— 57 5
(22 4 2z +1)?
B —%(334—1)
(x4 1)
2
5
(x+1)3

(SN

34+ 32243x+1
(@) = 0-(2%+322 +3x+1)— (—2) - (32° + 62+ 3)
= (23 + 322 + 3z + 1)2
0—(—11z? — 2%z —1})
(3 + 322 + 3z +1)?
112% + 22z + 11
(23 4 322 4+ 3z + 1)
_ 1%;152 + 2%:5 + 1%
(3 + 322 4+ 3z +1)?
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
%aehler =0
5 =0
keine Loesung

(10)
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

e Vorzeichentabelle:
r<|-1|<ux

flx)| + | 0 | +
x€]—oo;—1] U ]J—1;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim 5 =00
a——1+ (z + 1)2
1
lim ——— =

r——1— (.’E -+ 1)2 -

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
2

/ 5
= - 0
f'(@) 3+ 312 +3x+1
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2

’ _ 5
@) 23 +322+3zx+1
Zaehler = 0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
r9 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—-1|<zx
ffle) | + 1 0] —

x €] —oo;—1[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €] —1;00] f'(r) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
13z2 + 22z + 1%

1" o
F®) = 6605 1 1508 + 2003 1 1502 1 60 1 1
Zaehler =0

15 .2 1
12" +2-2+1-=0

5 5 5
2 2)2 1,91
o —25i\/(25) —4-15-13
1/2 9. 1%
—22+.0
Ty = —2F5—
1/2 2%
—22+0
T1/2= 753
23
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

-22+0 —22-0
T = 22 T2 = 22
5 5
r1 =—1 To = —1

T3 = — 13

2-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

x4 = —1; 2-fache Nullstelle
r< | —1|<zx
ffle) | + [0 | +
r€l—o0;—1] U ]—1;00 f’(x)>0 linksgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle 3 =
1
f(]f) - (1-:1;2-§—.)‘2-:1:+1)
Ableitung von f(x)
: . . 6 +

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

v | J@ | f@ [ @ v | f@) F(x) (@)
—7 | 0,00556 | 0,00185 | 0,000926 0 i —0,4 1,2
—63 | 0,00661 | 0,0024 | 0,00131 z . —0,119 0,237
—6 == 0,0032 | 0,00192 1 75 —0,05 0,075
—5% | 0,00988 | 0,00439 | 0,00293 15 = —0, 0256 0,0307
-5 5 0,00625 | 0,00469 2 = —0,0148 0,0148
—4% 10,0163 | 0,00933 | 0,008 27 | 0,0163 | —0,00933 [ 0,008
—4 e 0,0148 | 0,0148 3 & —0,00625 | 0,00469
-3 5= 0,0256 | 0,0307 33 [ 0,00988 | —0,00439 | 0,00293
-3 5 0,05 0,075 4 == —0,0032 | 0,00192
—21 i 0,119 0,237 47 10,00661 | —0,0024 | 0,00131
-2 £ 0,4 1,2 5 | 0,00556 | —0,00185 | 0,000926
—11 z 3,21 19,2 55 | 0,00473 | —0,00146 | 0,000672
-1 ) 0 —00 6 | 0,00408 | —0,00117 | 0,0005
-3 z —3,21 19,2 63 | 0,00356 | —0,000948 | 0,000379

0 : —0,4 1,2 7 10,00313 | —0,000781 | 0,000293
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 41 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
—1i
_ 2

Nenner faktorisieren:
22 —6x+9=0

122 —6x+9=0
+6+£4/(—6)>—4-1-9

L1/2 =

2-1
+6 ++/0
$1/2=T
60
$1/2:T
640 6—0
xlzT J;QZT
.’E1:3 1'2:3

r1 = 3; 2-fache Nullstelle

Fakt orisierter1 Term:

-1
f(z)= @_37

e Definitionsbereich: D=R\{3}

_1%
f(x):x2—6x+9

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
1
f(2) = 0-(2* —6x+9)— (—13) - (22 —6)
(22 — 62 +9)?
_0—-(=3z+9)

(22 — 62+ 9)2
3z —9
(22 — 62 +9)?
_ 3z —9
(22— 62 +9)2
3z —3)
C (z -3
3

(z —3)%
3
3 — 922 + 27x — 27
() = 0- (23— 922 4+ 272 — 27) — 3+ (322 — 18z + 27)
- (23 — 922 4 272 — 27)2
0 — (922 — 54z + 81)
(23 — 922 4 27z — 27)2

_ —922 4 54z — 81
(3 — 92?2 + 272 — 27)?
—922 4 54z — 81

(23 — 922 + 2Tz — 27)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
A aelhler =0
—1= =
3 0
keine Loesung
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

e Vorzeichentabelle:
r<|3| <z

fl@) | = [0] =
x €] —o00;3] U ]300 f(zr) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim =0
Tz—Fo0 6 9
2(1 - — + 7)
Horizontale Asymptote: y = 0
11
lim —2 - = —
eyt (=32
1L
lim 2 _— 0

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

3
!
= =0
f(@) 3 — 922 + 272 — 27
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

’ _
F@ = s om o o
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
ro = 3; 2-fache Nullstelle

r<|3| <z
ffl@) | — 0] +

x €]3;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z €] —00;3] f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung ,
—9z° + 54z — 81

[ (x) =
Zaehler =0

— 922 + 542 — 81 =0
—54 4 /542 — 4. (=9) - (—81)

a6 — 1825 + 13524 — 5403 4+ 1,22 - 10322 — 1,46 - 103z + 729

e 2-(=9)
A k- VO
1/2 T
I —54+0
/2= Tg
- ~ —54+0 - _ —54-0
P18 T 18
r1 =3 To =3
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

xg3 = 3; 2-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
r4 = 3; 2-fache Nullstelle

r<|3| <z
ffl@) | — 0] -
x €] —00;3] U ]3;00] f’(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle 8 o+

N (-11)
f(2) = ae=drroy

Ableitung von f(x)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

z f(z) f(@) f"(z) z | f(z)| f(z) f"(z)
—7 | —0,015 | —0,003 | —0,0009 0 -z [-0,111 [ —0,111
—63 | —0,0166 | —0,0035 | —0,0011 3 | =2 [ —0,192] —0,23
6 —= | —0,00412 | —0,00137 1| -2 ]-0,375 | —0,563
—55 | —0,0208 | —0,00489 | —0,00172 | |15 [ —2 [ —0,889 | —1,78
—5 | —0,0234 | —0,00586 | —0,0022 2 [-17 [ -3 -9
—41 —= —0,00711 | —0, 00284 25 | —6 | —24,1 —144
—4 —& | —0,00875 | —0,00375 3 | —o0 0 )
—35 | —0,0355 [ —0,0109 | —0,00504 | [3Z [ —6 [ 24,1 —144
-3 - — —0, 00694 4 1-13 3 -9
-2l & —0,018 | —0,00984 | [4f [ —% ] 0,889 [ —1,78

3 3

5 -z -5 —0,0144 5 [ -2 10,375 | —0,563
-1 —% | -0,0329 | —0,0219 | [53 [ -5 | 0,192 [ —0,23
-1 —= —0,0469 | —0,0352 6 | —z [ 0,111 [ —0,111

1 [

—1 -£ —0,07 —0,06 63| —35 | 0,07 [ —0,06

0 —1 —0,111 | —0,111 7 | =25 [0,0469 [ —0,0352
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
9x

T =273

Zaehler faktorisieren:

9 =0

r=0=>2=0

r1 =0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 4+3=0

keine Losung

Faktorisierter Term:

9x
T0 =i
e Definitionsbereich: D=R
fz) = 9z
T 2243

ol Ableitunggen und 2.Ableitung
, 9-(2*43)— 922z
f (!L‘) - (SCZ _|_3)2
(922 4 27) — 1822
(25 32
—92% + 27
(2 +3)2
—92% + 27
(22 +3)2
£ () = (—18z) - (z* + 622 +9) — (=922 +27) - (423 + 122)
(x* + 622 +9)2
(—182% — 10823 — 162x) — (—362° + 324x)
(x4 + 622 +9)2
1825 — 10823 — 486«
(x4 + 622 + 9)2
 182° — 108z3 — 486z
(21 + 622 4 9)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

9z =0

x9 = 0; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
< |0 <z

fl@) | = [0] +
x €]0;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —00;0] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

z(9)
3
Horizontale Asymptote: y = 0

lim =0
Tz—Fo0

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
) —02% 427

Flw) = z* 4622+ 9 =0

— 922 421=0 ) —27

— 9% =27  /:(=9)
o 27

T

r=+V3

r,=1,73 xo=—1,73

rg = —1,73; 1-fache Nullstelle

x4 = 1,73; 1-fache Nullstelle

f"(=1,73) = 0,866 > 0 = Tiefpunkt:(—1,73/ — 2,6)

£(1,73) = —0, 866

f"(1,73) < 0 = Hochpunkt:(1,73/2,6)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—922 + 27
/ _
I = o g
Zaehler = 0
r5 = —1,73; 1-fache Nullstelle
x¢ =1,73; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

r<|-1,73 | <zx<|1,73 | <z
flx) | — 0 —+ 0 —

r€]—1,73;1,73[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z€]—o00;—1,73] U ]1,73;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
182° — 108> — 4862

" _
P®) = 5 71920 1 5427 1 10822 7 81

Zaehler =0

(18z* — 10822 —486) =0=2=0 Vv 18z —108z% — 486 =0
u = z? u? =z

18u? — 108u — 486 = 0

+108 + 1/(~108)° — 4 18- (—486)
218

+108 + /4,67 - 104

36
108 + 216

Uy =

Uy =

Ui = 36
_ 108 + 216 _ 108 — 216

=36 2= 736
u =9 U2:*3

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 47

https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

r=%V9

T, =3 To = —3

22 = -3z = i\/j3

Diskriminante negativ keine Losung
x7 = 0; 1-fache Nullstelle

xg = 3; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r<|0|<z<|3|<w
f"le) | + 0] — 0| +

x €] —o00;0[ U ]3;00[ f"(z)>0 linksgekriimmt

z €)0;3[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

8 —_

Ableitung von f(x)
. . . \ 6 +
4 —+

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

z [ f@) [ F@) | (@) v [J@ | J'@) /(@)
-7 [ 15 [ -0,153 | —0,0358 0[ o0 3 0
—6% | —1,29 | —0,173 [ —0,042 s 1 | 2,34 —2,29
—6 | -1 [ -0,195 [ —0,0492 1| 27 1,13 —2,25
—52 | —1,49 | —0,222 | —0,0572 15| 27 | 0,245 —1,26
=5 [ —137 [ 0,253 | —0,0656 2 | 27 | 0,184 —0,525
—45 | 122 | 0,287 [ —0,0725 25 | 228 [ 0,342 0,156
—4 | —175 [ 0,324 [ —0,0735 3] 2% [-0,375]-9,57-10°°
=33 | =247 [ —0,358 [ —0,0577 33 | 2g7 | 0,358 | 0,0577
-3 [ —27 [-0,375]9,57-107°| [ 4 | 135 [ 0,324 | 10,0735
—25 | -2 | -0,342] 0,156 45 [ 12 [ 0,287 [ 0,0725
-2 [ —27 [-0,184| 0,525 5 | 1% [ —0,253 [  0,0656
—15 | —23 | 0,245 1,26 55 | 1,49 [ —0,222 |  0,0572
-1 | —2; 1,13 2,25 6 [ 13 | 0,195 0, 0492
-3 | -1 2,34 2,29 63 [ 1,29 | —0,173 0,042
0 0 3 0 7 | 15 | —0,153 [  0,0358
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe (13)
eFunktion/Faktorisieren
T
f(z)= 22
Zaehler faktorisieren:
xr=0
r=0=2z=0
x1 = 0; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
22 =0
2=0=2=0
x9 = 0; 2-fache Nullstelle
Faktorisi%rter Term:
f(z)= 22
o Definitionsbereich: D =R\ {0}
e Term gekiirzen
1
f(z)= %
f(z)= p
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
f'(x)*o.zil.l
(z)?
~0-1
 (x)?
T (@2
_ —1
()2
0-2%—(-1) 2z
f// (:I:) = (x2)2
00— (-2
o (a?)?
_ 2z
- (a2)?
_ 2x
- (a?)?
T
ry
2
T3
2
T3
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1=0
keine Loesung
e Vorzeichentabelle:
r< |0 <=z
fl@)| — 0] +
x €]0;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

x €] —00;0] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

1

lim (1)
r—Foo 1‘2(1)
Horizontale Asymptote: y =0

=0

lim — =
z—0+ X

lim — = —o0
r—0— T

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
-1
!

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

-1
f(@) = 7z
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
r3 = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0|<x

ffl@)| — [0] =

z €] —00;0[ U ]0;00[ f'(x) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
2
11 _
[ () = ey

Zaehler =0
keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r4 = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0|<=x
f'@) | — 0] +

z €]0;00[ f"’(x) >0 linksgekriimmt

z €] —00;0[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Ableitung von f(x)

. - - 8 - - - - -
z | fx) | fl=z) f"(x) x| f(x) | f'(x) f"(x)
-7 [ -3 —25 | —0,00583 0 [ NaN | 32655 | NaN
—63 | —% | —0,0237 [ —0,00728 z 2 —4 16
1 1 1
S s
—57 vl 1 -0, (2)12 13 3 —0,445 | 0,593
—51 3 % —= 21 3 —0,25 0,25
-4z | -3 —a —0,0219 21 ¢ —0,16 | 0,128
-4 | —; | —0,0625 — 3 3 —0,111 | 0,0741
—33 | =% | —0,0816 [ —0,0466 33 2 ]-0,0816 | 0,0466
-3 | —2 [ —0,111 | —0,0741 41 1 [-0,0625 ]
I 2 1 2 4
—27 % 0,16 | —0,128 47 ’ - 0, 02219
—21 = —0,25 —0,25 51 5 o =
—13 | -3 | —0,445 [ —0,593 55 i o 0, (1)12
-1 -1 —1 —2 6 g —36 R
) —4 —16 63 | 5 | —0,02370,00728
15 1 T
0 [NaN | 32653 NaN T 12 —25 | 0,00583
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
=3z +3
f ()

T 922 4 dr 42
Zaehler faktorisieren:

—32z+3=0

—3r+3=0 /=3

r1 =1; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
202 +4x+2=0

202 + 42 +2=0

—44++/42—-4.2.2
Ty/2 = 9.9

—44++0
Tijg = ——

—4+0
=

—440 —4—-0

xr1 = To = 1
.1312—1 .’132:—1

xo = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

—3(x —
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
—1iz+13
_ —1arT 13
f )= 2 +2x+1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) = (-13) - (@*+ 22+ 1) — (-13z+11) - (22 + 2)
N (22 4 2z +1)2
(=132 — 3z — 14) — (=32 + 3)
(2 + 22+ 1)?
1 1
(x2 4 22 + 1)2
_ 112% — 3z — 43
(x2 4 2z + 1)?
11z +1)(z-3)
(x+1)*
_13(@-3)
(x +1)3
13z —43
a3 +322+3x+1
() = 11 (2% +322 + 30+ 1) — (132 — 43) - (32% + 62 + 3)
B (23 + 322 4+ 3z + 1)2
B (1323 + 4322 + 43z + 13) — (4323 — 4322 — 2240 — 133)
N (23 + 322 + 3z + 1)?
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

_ —3x3 + 922 +27x + 15
(23 + 322+ 3x + 1)2
- —323 +92% + 27z + 15
(23 + 322 + 32+ 1)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1 L +1 L_ 0
2t T 9 =
r3 = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|i<z<|l|<=z

fle)|] + ] 0 + 0| —
x €] —oo;—1] U ]—=1;1 f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]l;00[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

3
z(—3+ —)
lirin —4332 =0
T—r 00 2
94 =4 2
z2(2 + . + 3;2)
Horizontale Asymptote: y = 0
1Ll (p —
im 712(3: Y =00
a——1+ (x4 1)2
. —1i(z-1)
lim ————— =

T——1" (CL’ + 1)2
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

11z — 42
/ 2 2
frd == 0
(@) 3+ 322 +3x+1
1 1 1
1=z —4= =0 4=
T
l-x=4- 1=
2% 2 /313
41
r=22
13
r=3
r4 = 3; 1-fache Nullstelle
3
1"(3) =0,0234 > 0 = Tiefpunkt:(3/ — 1—6)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
, 1o —43
[ (@) =
3 4+ 322 + 3z +1
Zaehler =0
x5 = 3; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
rg = —1; 2-fache Nullstelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 54
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

r<|—l|<z<|3|<=x
fl(x) | + 0 — 0| +

z €] —o00;—1[ U ]3;00] f'(z) >0 streng monoton steigend

z€]—1;3] f'(x) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
—3x3 + 922 + 272 + 15

" _
P () = 565 1 1508 1 200 & 1522 1 62 1 1
Zaehler =0

— 323+ 922 + 272 +15=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(=323 +9z2 427z 415 ) :(z+1)= -3+ 122+ 15
—(—32® —32?)

1227 27z +15
—(122%  +122)

15z +15
— (152 +15)
0

— 322+ 122+ 15=0
—12+ /122 — 4. (=3)- 15

T1/2 =

2-(=3)
—-12+ /324
Ty = g
—-12 418
2= e
—-12+18 —12 - 18
.%'1 - —76 .’152 - —76
Tr1 = -1 To = )

r7 = —1; 2-fache Nullstelle
xg = b; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—1l|<zrx<|db|<=x
ffx) ] + [0 + 10| -

r€l—o0;—1 U ]—=1;5 f"(z) >0 linksgekriimmt

z €]5;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 55
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

8*»

N (—=3-z+3)
(@) = eottety

Ableitung von f(x)

4 6
Ll
. - - - . . L - .

r [ J@] Fl@) [ @ | [z ] f@) /() /(@)

71 3 = = 0] 12 —4,5 15
—63 | 15 | 0,0857 [0,0377 z 3 —1,11 2,67

—6 | £ | 0,108 |0,0528 1 0 —0, 375 0,75
=57 | &= 0,14 ]0,0768 17| — —0, 144 0, 269

-5 | % | 0,188 | 0,117 2 [ -2 —0,0556 0,111
—43 [ 32 ] 0,262 [ 0,19 23 | — % —0,0175 0,05

—4 2 0,389 | 0,333 3] =% [-1,79-100°] 0,0234
—33 [ 12 [ 0,624 | 0,653 33 —= 0,00823 0,011

-3 | 13 1,13 1,5 4] —= 0,012 0,0048
—21] 23 2,45 4,45 12| -5 0,0135 0,00164

-2 | 43 7.5 21 5 -z = 7,88-10°°
—-13 | 15 54,1 313 55 | —0,16 0,0137 —0,00084

-1 | oo | 48973 | —o0 6 | —5 0,0131 —0,00125
-2 109 —42,1 265 63 | -1 0,0124 —0,00142

0 [ 13 | —45 15 T & 0,0117 —0,00146
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren

1
515"‘1
r)=+——
%aehler faktorisieren:
- 1=0
27t
1
1 1
=1 Sz
27 /i3
-1
rT=1
2
T =2

1
72 - =
5%t
1, 1 1
P
72:_7 s —
2" 1 /i3
_1
2’ =%
2

keine Losung

Faktorisierter Term:

Lz +2)
f@) =

322 +3)
e Definitionsbereich: D=R
fz) = rt+2

2 + %

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) = 1~(:r2+%)—(1x+2)-2x
(% +3)?
(22 + 3) — (227 + 4x)

(2% +3)?
—x? — 4z + %
—z? — 4z + %

Aufgabe

(=22 —4)- (2 + 22+ 1) — (—2? —dz+ }) - (42 + 22)

I (z) = (x4 + 22 + %)2

(—22° — 4z — 22 — 42 — Lo — 1) — (—42® — 162" — 82% + )

B (x4 + 22 + %)2
_22° + 122 — 20° + 42 — 152 — 1

o (24 + 22 + %)2

225 4+ 1220 — 223 4+ 4a® — 152 -1

B (z* + 22 + )2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

r+2=0

(15)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

x9 = —2; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | 2| <zx

fl@)| — 0] +
x €] —2;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

(3 + )

1

1 4
(3 + ﬁ)

Horizontale Asymptote: y = 0

lim

r—+oo

=0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

—z? 4+ 1L
! 2
:7:0
F(@) x4+x2+i
1
2
— 224 g
x z+2 0
(-4 — 4 (1)
e 2- (1)
+4 £+ /18
Ty/2 = 5
44424
T1/2 = )
444,24 4—-4,24
Ty = 2 =

1 = —4,12 o = 0,121 2

r3 = —4,12; 1-fache Nullstelle

x4 = 0,121; 1-fache Nullstelle

f"(—4,12) = 0,0139 > 0 = Tiefpunkt:(—4,12/ — 0,121)
£7(0,121) = —16

1"(0,121) < 0 = Hochpunkt:(0,121/4,12)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—z2 -4z 41
f/(.'L'): 4 2 12

T+t + 7
Zaehler =0

rs = —4,12; 1-fache Nullstelle
zg = 0,121; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

r< | —-4,12 | <2z < |0,121 | <x
)| — 0 + 0 —

xr €] —4,12;0,121[ f'(z) >0 streng monoton steigend

r €] —o00;—4,12] U ]0,121;00[ f'(x) <0 streng monoton fallend

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

e Kruemmung
225 4122 — 228 + 4a? — 150 — 1

1!
Fiiz) = x8+2$6+1%x4+%x2+%6
Zaehler =0
NumerischeSuche :

r7 = —6,22; 1-fache Nullstelle
zg = —0,308; 1-fache Nullstelle
x9 = 0,523; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ttbernehmen

2<] =622 <x<]|—0308]<z<]0,523 <=z
@ - 0 T 0 0 | +
x €] —6,22;-0,308] U ]0,523;00[ f”(z) >0 linksgekriimmt

z €] —00;—6,22] U ]—0,308;0,523[

J"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

N (2-z41)
f(‘L) - (éz»:l:zﬁ-i)
Ableitung von f(x)

8*

- -8

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

z | fla) | [(=) [ () x| f@) | fl=) | f(x)
—7 [ =22 [ -0,00837 | —0,000651 | [ 0 | 4 2 —16
—63 | —=5 | —0,00862 [ —0,000317 | | 3 | 33 [ —3,11 [ —0,596
—6 [ —< [ —0,00863 | 0,000329 1] 2 —2 2,67
5z || & 0,00154 15 1% | 1,02 | 1,31

-5 [ =7 [ —0,00692 | 0,0038 2 [ & ] -0,568 | 0,615
—45 | —5 | —0,00406 | 0,00809 27| 2 | —0,346 | 0,315
—4 | —%2 | 0,00184 0,0165 3 I —0,227 | 0,176
-37 | == | 0,0138 0,0337 33 = —0,158 | 0,106
-3 | =% | 0,0388 0,0712 4 = —0,116 | 0,0681
-2 [ —= | 0,0933 0,16 47 | %5 [ -0,0877 [ 0,0459
2] 0 0,222 0,395 5 | 4 [-0,0684 ] 0,0321
—1z | & 0,562 1,09 55 | 22 10,0547 [ 0,0233
—1 z 1,56 3,26 6 72 | —0,0447 | 0,0174
-1 2 4 5,33 65 | 0,199 | —0,0371 | 0,0132
0 4 2 —16 7] 2 1-0,0312]0,0103
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
—x+3
f(z)= 29

Zaehler faktorisieren:
—z+3=0

—1lzx+3=0 /=3

xr =
r1 =3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
z2—-9=0

w2 —-9=0 /+9
lz2=9  /:1
9
2
T
r==+V9
xr1 = 3 T = -3
r9 = —3; 1-fache Nullstelle
r3 = 3; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

@)= =3

e Definitionsbereich: D=R\{-3;3}

e Term gekiirzen

—1
fl@) = —

ol Ableitul(lgen 1311(1 (2.Al)oleitung
, 0-(z+3)—(-1)-1
0 ()
- (v +3)2
1
(z+3)?

—_

(x+3); 246 9 1-(2 6
f//(x): '(m+x+ )_ ('T"_)

(22 4 62+ 9)2
00— (2z+6)

(22 +62+9)2
_ —2z -6

(22 462+ 9)2
_ —2x — 6
(22 462 +9)2
—2(x +3)

(z+3)*
—2

(z +3)°

Aufgabe

(16)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

-2
@3+ 922 4 272 + 27
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
—-1=0
keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r< | -3 | <z

f@) | + 0] -
x €] —o0; =3[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —3;00] f(x) <0 wunterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

3
z(—1+—)

hrf g =0
T—Fo0 562(1 . 72)

Horizontale Asymptote: y = 0

lim
r——3+ (.13 —+ 3)
-1

i
o5 (z + 3)

=—00

Vertikale Asymptote (Polstelle): x = —3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

!
=— = O
(@) x2+6x+9
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

/ _
Fiiz) = 2 +6x+9
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
x4 = —3; 1-fache Nullstelle

r<| -3 | <=z
)| + 0 +

r€]—o0;—3[ U |—3;00 f'(z)>0 streng monoton steigend

e Kruemmung
-2

" _
@)= sz Ty o7
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
rs = —3; 1-fache Nullstelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

xr <

-3

<z

f"(z)

+

0

z €] —o00;—3[ f’(x) >0 linksgekriimmt

x €] — 3;00]

f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
fla) =

Ableitung von f(x)

(—1-2+3)

(1-22-9)

8,»

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

z | flx) | [(z) f"(z) z | flx) | f=) | f(x)
-7 h 0,0625 = 0 [ -1 [o111 ] —0,0741
—63 | % 0,0816 | 0,0466 3 | —2 [0,0816 | —0,0466
-6 [ 3 0,111 0,0741 1| —; ]0,0625 -
57 % 0,16 0,128 13 —% % —0,0219
5 g 0,25 0,25 2 | —¢ %= — o=
-4 ] = 0,445 | 0,593 22 -2 | & —0,012
-4 11 1 2 3 [ NaN| NaN
—31] 2 4 16 33 | =& 10,0237 | —0,00728
-3 | oo | 326502 | —o0 41 -3 25 | —0,00583
-2 [ -2 4 —16 45 | —5% 10,0178 [ —0,00474
-2 | -1 1 -2 5 -3 a1 | —0,00391
—13 [ -2 [ 0,445 [ —0,593 | [55 | —& [0,0138 | —0,00326
-1 -3 ] 0,25 —0,25 6 [ —5 2r | —0,00274
-z | -2 0,16 —0,128 63 | —=5 [0,0111 | —0,00233

0 [ -2 ] 0,111 |—0,0741 T -5 &% —0,002
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
2¢ + 1

fy =21

Zaehler faktorisieren:

20 +1=0

20 4+1=0 /-1
2 =-1 /:2
_ !

€r =

r=—C

2
T = f%; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

x9 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisie(rter ?gzrm:
2+ 5
flo)= =52

2
o Definitionsbereich: D =R\ {0}
20+ 1
f(@)=——

22
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
222 - (2x+1)-22
f, (I) = (:L,Q)Q

222 — (422 + 27)

T

x4

Aufgabe

(17)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
2r+1=0

T3 = f%; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
T < —% <zr<|0|<z

fl@)| =] 0 + 0] +
xd—%m[u J0;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1

x €] — o0; —5[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

z(2+4 )
r—+oo SCQ(I)
Horizontale Asymptote: y = 0
) 1
lim M =
z—0t z2

o 2(x+ %)
lim ——5 =
z—0— X

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

=0

o Extremwerte/Hochpunkte/ Tiefpunkte:
—2x — 2
/ —_— [

2 —2=0 /42
-2z =2 /:(=2)
2

x:j2
r=-1

x4 = —1; 1-fache Nullstelle
f"(=1) =2 > 0 = Tiefpunkt:(—1/ — 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
, —2x —2

()= 3

Zaehler =0

rs = —1; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x¢ = 0; 2-fache Nullstelle

r< |-l <z<|0|<z
)| - 0 + 0| —

z €] —1;0[ f'(r) >0 streng monoton steigend

z €] —o00;—1[ U ]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

dr +6
7 o
f (.’E) - .134
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Zaehler =0

dr+6=0 /-6
dr = —6 /:4

—6
TS
T = —11
2
T7 = —1%; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
zg = 0; 2-fache Nullstelle
s<[-13]<z<]|0][<=
@) | — 0 + 0] +

1
z €] — 15;0[ U J0;00[ f"(z) >0 linksgekriimmt

1
x €] — o0; 715[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

8ﬁ»
N (2-241)
f(1) - (1-x2?)
Ableitung von f(x)
. . . . 6 +
44»
5 ‘L\%_/
- =2
—2 4
—4 4
_6 .
T f(=) f'(z) @) | [2 [ f@) [ fla) [ )
-7 | =¥ ] -0,035 | —0,00916 0| oo | 653030 | —oo
—6% | —0,284 | —0,0401 | —0,0112 z 8 —24 128
1T 5 1
6 | - — 5 -1 1 3 —4 10
—51 | —2F | —0,0541 | —0,0175 13| 13 —1,48 | 2,37
5 —2 - —0,0224 2 1; —0,75 | 0,875
-4 21 -0,0768 [ —0,0293 25| % [ -0,448 | 0,41
—4 [ —& ] -0,0938 | —0,0391 3 z —0,296 | 0,222
1 32
-3l -z —0,117 | —0,0533 33| 2 —0,21 | 0,133
3 - ~0, 148 —Z 4| 20,156 |0,0859
—2l | 18777 -0,192 | —0,102 47 [ 2 | —0,121 [0,0585
) —2 — —0,125 5 | 1 -0,096 |0,0416
-1 -3 —0,296 | 0,000108 55 | 13y | —0,0781 | 0,0306
-1 —1 [0,000613 2 6| 2 —1= | 0,0231
-1 0 8,03 64,2 61 10,331 | —0,0546 | 0,0179
0 00 653039 —00 7 | 4 |-0,0466 | 0,0142
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
3r—1

Fy =2

Zaehler faktorisieren:

3r—1=0

3r—1=0 /+1
3r=1 /:3

T = g; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

x9 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

flay = &5

2
o Definitionsbereich: D =R\ {0}
3r—1
fz)=—
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

;o 3eat—(Bz—1)-22
f(l’)— (.’E2)2

322 — (622 — 2z)

T

T

Aufgabe

(18)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
3x—1=0

T3 = é; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:

r<|0|<z< é <z
flxy| — |0 - 0] +
1
x G]g; oo[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

1

x €] —o0;0[ U ]0; g[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

1
N T
Horizontale Asymptote: y = 0

3(z— 2
lim (723):_
z—0+ xT .
3z — 3
lim (723):—00
z—0— X

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
-3z +2
/ /(93) = 3 =0

—3z+2=0 /=2
—3x=-2 /:(=3)
-2
r=—
2
==
32
Ty = gg 1-fache Nullstelle
2 1
1/
2y 10>
71(5) = 102
L2 2 1
f (g) <0= Hochpunkt:(§/21)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—3r + 2
f(x) = 3

ZaehleQr =0

T5 = 3; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x¢ = 0; 2-fache Nullstelle

r< |0 <z<
ffl@) | — 0] +

<x

Ofwling

2
x €]0; g[ f'(z) >0 streng monoton steigend

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

2
x €] —o00;0[ U ]g; oo[ f'(z) <0 streng monoton fallend
e Kruemmung
6z — 6
1 (@) = 2
Zaehler =0

6r—6=0 /46
6x =6 /:6

o o

x
xTr =

x7 =1; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
rg = 0; 2-fache Nullstelle

r< |0l <zx<|l|<z
f(z)| — |0 — 0| +

z €]l;00[  f’(xz) >0 linksgekriimmt

z €] —00;0[ U ]0;1] f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

f@) = Gy

Ableitung von f(x)

. . . - - —8 L - - -
x f(x) f'(x) [ (x) z | flx) | f(=) [ (x)
—7 -2 [ -0,0671 ] —0,02 0 [ —oo | 979532 00
—6% | —0,485 | —0,0783 | —135 z 2 4,02 —48,1
-6 | -3 - | —0,0324] [ 1] 2 -1 [-0,00123
=55 | —5r | 0,111 [ —0,0426 | [ 15| 12 [ —0,741 [ 0,593
-5 | =32 | —0,136 | —0,0576 2 [ 13 —0,5 0,375
—45 | -5 | 0,17 [ —0,0805 | [25 | 15 | —0,352 [ 0,23
—4 - —0,219 | —0,117 3 : —0,259 0,148
-3z -+ —0,292 | —0,18 33| = —0,198 0,1
-3 —13 —0,407 | —0,296 4 = —0,156 | 0,0703
—25 | —15 [ 0,608 | —0,538 | [45 | 2% [ —0,126 [ 0,0512
-2 —13 -1 —1,13 5 = —0,104 | 0,0384
—13| —25 | -1,93 | —2,96 55 | 45 | —0,0872 | 10,0295
-1 —4 —5 —12 6 = = 0,0231
-1 -10 —28,1 —144 6% | 0,438 | —0,0637 | 10,0185
0 —oo | 97951 00 7 [ 2 ]-0,0554] 0,015
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
—4x + %
Zaehler faktorisieren:
_4 -
z + 3 0
— 4z + 1 0 / —
5=

—43::—% /:(—4)

T = 3’ 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
2 4+4=0

22 +4=0 /-4
lz2=—-4 /:1
2_ —4

€r =

keine Losung

Faktorisierter Term:

—4(z— 1)
o=y
° Deﬁnitionsberfich: D=R
—4x + 3
He) =37

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(—4) (22 +4)— (—4z+ 1) -2z

(—4z? — 16) — (=822 + z)
- (22 + 4)2
B 402 — 2 — 16
- (x2 + 4)2
_ 402 — 2 — 16
RCET
£ () = 8z —1) - (z* + 822 + 16) — (422 — x — 16) - (42® + 162)

(z* 4 822 4 16)?

(19)

(825 — ot + 642% — 822 + 128x — 16) — (162° — 42* — 1622 — 2561)

(z* 4 822 4 16)?
—82° + 3zt + 6423 + 822 + 384z — 16
(% + 822 + 16)?
—82° + 3a* + 642 + 822 + 384z — 16
(x* + 8x2 + 16)?
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—4 - =0
:E+2

Ty = é; 1-fache Nullstelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

° Vorzelchentabelle

T < 8 <z
fl@)| + [0 -
1
x €] — 00; g[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse
x E]é; oo[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

1
o(—4+2)
i g o
T—r 00

Horizontale Asymptote: y = 0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

422 —x — 16

/ = -
F@) = G816
422 -2 —16 =0

+1j:\/ 12— 4-4.(—16)
Ti/2 = ]

+1 4+ /257
Ty = s

1+16
2= T

1+ 16 1-16
xr1 = T =

8 8
r, =2,13 o = —1,88
r3 = —1,88; 1-fache Nullstelle
x4 = 2,13; 1-fache Nullstelle
f "(—1,88) = —0,283
f"(—1,88) < 0 = Hochpunkt:(—1,88/1,06)
£"(2,13) = 0,22 > 0 = Tiefpunkt:(2,13/ — 0,939)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

422 — 2 — 16
/ _
@)= s 16
Zaehler = 0

rs = —1,88; 1-fache Nullstelle
rg = 2,13; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

r< | -1,8 | << |2,13| <z
fl(z) | + 0 — 0 +

T €] —o00;—1,88] U ]2,13;00] f'(z) >0 streng monoton steigend

€] —1,88;2,13[ f'(x) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
J (z) —8x® + 3z* + 6423 + 822 + 384z — 16
1: =
28 4+ 1626 + 9624 4 25622 + 256
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Zaehler =0

NumerischeSuche :
Ty = *3, 3,

1-fache Nullstelle

zg = 0,0416;

1-fache Nullstelle

r9 = 3, 64;

1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ttbernehmen

r<|=-3,3|<zx<|0,0416 | <z < |3,64 | <=z
@ | + | 0 - 0 T o0 | -
xr €] —o0;—3,3[ U ]0,0416;3,64] f"(z) >0

linksgekriimmt

z €] — 3,3;0,0416]

U 1]3,64;00] f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

fl) =

(—/1-.’1:+%)
(1-22+4)

Ableitung von f(x)

8*»
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

[ @) | @) | @ v | f@) | f@ | @
-7 | % 10,0666 | 0,0149 0 3 —1 —0,0625
—63 | 0,573 0,0746 | 0,0171 z -z —0, 858 0,57
—6 2 0,088 | 0,0196 1 -= —0,52 0,696
—52 10,657 | 0,0942 | 0,0221 12 -% —0,218 0,49
-5 a 0,106 | 0,0242 2 - [ -0,0313 ] 0,266
-4: | & 0,118 | 0,0248 27 | -8 0,0619 0,12
—4 = p 0,0215 3 —= 0,101 0,0432
-37 [ = 0,138 | 0,00926 32 -2 0,112 0,006
-3 2 0,136 | —0,0223 4 -3 0,11 | —0,0105
—22 | 154 | 0,109 | —0,0931 1 -8 0,103 | —0,0168
—2 [ 15 10,0312 | —0,234 5 -3 0,0939 | —0,0184
—13 | 15 | —0,141 | —0,468 55 | —0,628 | 0,0848 [ —0,0178
-1 = —0,44 | —0,712 6 —= 0,0763 | —0,0164
-3 12 | —0,803 | —0,655 63 [ —0,551 | 0,0685 | —0,0147

0 3 -1 —0,0625 7 [ -2 [ 0,0616 [ —0,013
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2 — 1

4
f(x)_$2—4
Zaehhir faktorisieren:
20— — =0

Ty
1
20— — =0 -
T % /+
2 = — :
T =7 /2
1
=4
2
1
= -
8
1

T = §; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
z2—4=0

22 —4=0 /44
1z2=4  /:1

4
2—7
T
x:i\/i
.13122 x2:—2

ro = —2; 1-fache Nullstelle
r3 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

2z —g)
I@ =69
e Definitionsbereich: D=R\{-2;2}
2z — 1
f(z)= ﬁ

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2-(a?—4)— (22— 1) 22

(227 — 8) — (4% — {x)
-1
—222 + %:17 -8
= @i
—22% + %x -8
— —

(20)

(—dz+ %) (2* — 822 +16) — (—22% + 1z — 8) - (42® — 162)

O (z* — 822 + 16)2

(—4a® + ot + 3223 — 42? — 642 + 8) — (—82° + 22" — 82? + 128x)

(x4 — 822 + 16)2
425 — 132 + 3223 + 42 — 1922 + 8
- (z% — 822 + 16)2
42° — 142 + 322 + 42 — 1922 + 8
- (z* — 822 + 16)2
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

20 ——=0

00| =i | =

r4 = —; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | 2| <z<

<zr<|2|<«x

O ol

fx)y| — | 0 + - 0| +
1
x €] -2 g[ U ]2;00[ f(z)>0 oberhalb der x-Achse
1
x €] —o0;—=2[ U ]g, 2[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

(22— =)
z?(1 - ﬁ)
Horizontale Asymptote: y = 0
)
im ———=-— =
e—s—2t (z+2)(x —2)
2Ng — L
lim —(x 8)
es—2- (x4 2)(x — 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): x = —2

“;& ‘»&\»—A

lim =0
r—Foo

= —00

lim M =
a—2t (v +2)(x —2)
2(z - 3)

= —00

lim ——3—
o2 (z+ 2)(z — 2)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

222+ Lx -8
/ _ 2 —
@)= a—smi16

n =
Diskriminante negativ keine Losung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—2z% 4+ Jx -8
o) =

z* —8x4 416
Zaehler = 0

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
rs = —2; 1-fache Nullstelle
x¢ = 2; 1-fache Nullstelle

r< | 2| << |2|<x
ffle)| — ] 0 - 0] -
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

r€l—o00;—2[ U ]—2;2[ U ]2;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
 4a® — 132 + 322% + 42 — 1922 4 8

1!
P (®) = — 5625 1 9627 — 25622 1 256
Zaehler =0

NumerischeSuche :

x7 = —2; 1-fache Nullstelle

rg = 0,0417; 1-fache Nullstelle
xg = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

210 = —2; 1-fache Nullstelle

r11 = 2; 1-fache Nullstelle

r<| 2| <zx<|0,0417 | <x< |2 | <z
x| — 0 + 0 — 0| +

xr €] —2;0,0417[ U ]2;00[ f’(xz)>0 linksgekriimmt

x €] —o0;—2[ U ]0,0417;2 f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

2.x—+
flz) = ((1.;52,44))

Ableitung von f(x)

. . - - - —_ - - .
e | @) [ F@) [ @ v [ J@) [ @) [ @
—7 —z0 —0,0541 | —0,0196 0 % —0,5 |0,0313
—65 | —0,346 | —0,0654 | —0,0264 = —0,587 | —0,42
—6 | —0,383 | —0,0811 | —0,0369 e —1,06 —-1,8
—5% -3 —0,103 | —0,054 1] -17 —3,84 —15
-5 - —0,137 | —0,0842 2 oo |3,06-10° | —o0
-4 | -2 —0,192 | —0,143 25 | 23 —3,81 15
—4 —1 —0,292 | —0,274 3] 15 —0,98 1,89
-3z | -= —0,503 | —0,641 33| = —0,452 | 0,568
-3 -1 —1,1 —2,14 4 o= —0,264 | 0,244
-2 | -2 —4,3 -17 43| £ | —0,175 ] 0,128
-2 —oo | 3,47-10° 00 5 = —0,126 | 0,0756
-1z [ 18 —4,33 17 55 | fo¢ | —0,0954 [ 0,0488
-1 3 —1,17 2,06 6 [0,367 | —0,0752 | 0,0334
— 3 —0,622 0,51 65 3 —0,061 | 0,024
0 = -0,5 0,0313 7 = —0,0506 | 0,0179
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
1
T
_ 5
@)= 22 +2x +1

Zaehler faktorisieren:

gl’ = 0

r=0=2z=0

r1 =0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 4224+1=0

1224+ 2x+1=0

—24+v22-4-1-1
T1/2 = 9.1

—24+40
Tijg = —

—2+0
fz =

—-240 —2-0
xry = T = B
.T1=—1 x2:—1

r9g = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
=X
¢ Definitionsbereich: D=R\{-1}
1
— 57
J @)= 24+ 2x+1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
1 1
fay= 3 @24 ) 5o e42)
(22 4 2z + 1)?
(a4 2o )" (e 4 2
(22 4 22+ 1)2
Lot g
(22 + 22+ 1)?
1.2 1
__TET+5
(22 4 2z +1)2
B —%(m +)(xz-1)

(z+1)*
_ —sl@-1)
(x+1)3
e
x3+3x2—&1—3x+1 ) )
£ (@) = (—3)- (@ +322 +3z+1) — (—zz + £) - (32 + 62 + 3)
1,.3 3,2 3 1 (mg +33J§’)2 +33x2+ 132 3
_(srt gt —gr—g) — (m5et — s+ fr 4 §)
s (:ﬁ3+3x2+3x+1)2
__ 5 —1lgz—3
(23 + 322 + 3x + 1)2
2 1 4
52" — 15z — 3

- (23 + 322 + 3z + 1)2
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
% aehler =0

-z =0
x3 = 0; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-1l|<x<|0|<z

flz)| - 0 — 0] +
x €]0;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—1] U ]—=1;0] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

. z(3)
i 21

$2(1 + -+ 72)
T
Horizontale Asymptote: y = 0

=0

=T
lim —38—  — _
r——1+ (JT + 1)2
l(E
lim ——— = -0

T——1" (x + 1)2 N
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1 1
1oy —5T+ 5 _
Fl@) = 3+ 322 +3x+1
1
Jp— _ =
T+ / 5

et

r=1
x4 = 1; 1-fache Nullstelle

)=

')y <0= Hochpunkt:(l/%)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
1 1
—=z _l’_ =
P p—
3 +3r° + 3z +1
Zaehler =0

x5 = 1; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
rg = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—l|l<z<|l|<=x
fl(x) | — 0 + 0] —
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

z€]—1;1] f'(z) >0 streng monoton steigend

z€]—o00;—1[ U Jl;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

2,3 1l _ 4
£ (a) = e
28 + 62° + 1524 + 2023 + 1522 + 62 + 1
Zaehler =0
2 1 4
gt -l ——-=0
5 5 5
NumerischeSuche :

x7 = —1; 2-fache Nullstelle
xg = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xrg = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—l|<r<|-1l|l<zx<|2|<x
@) — 0] — [0 — [0+

z €]2;00[ f"’(x) >0 linksgekriimmt

r€l—oo;—1 U |-1;-1[ U ]-12[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

8 —_
é-:{:)
flx) = Tz2i22t1)
Ableitung von f(x)
: : . . 6 +
4 —+4
] Faui | |
T U 1 1
—6 4 6
2 1+
—4 4
—6 +
1 y TN W 8 = y 77 7
v | @) | f@ | @ v f@ | @) (@)
—7 | —0,0389 | —0,00741 | —0,00278 0 0 0,2 -0,8
—63 | —0,043 [ —0,00902 | —0,00372 3 Z 0, 0296 —0,119
—6 - —0,0112 | —0,00512 1 5 3,83-106 —0,025
—55 | —0,0543 [ —0,0143 | —0,00732 | |15 [ 1= —0,0064 | —0,00512
-5 - —0,0188 | —0,0109 2 = —0,00741 | —3,36- 10"
—41 10,0735 | —0,0257 | —0,0173 23 = —0,007 0,00133
-4 | —-= —0,037 [ —0,0296 3 s | —0,00625 [ 0,00156
-33 | —15¢ | —0,0576 | —0,0563 33 10,0346 | —0,00549 0,00146
-3 —= —0,1 —0,125 4 = —0,0048 0,00128
—22 —= —0,207 —0,356 47 10,0298 | —0,00421 0,00109
-2 -z —0,6 -1,6 5 2 —0,0037 0,000926
-1z | -13 —4,01 —22,4 53 | 0,026 | —0,00328 [ 0,000784
—1 —00 6535 o 6 |0,0245 [ —0,00292 | 0,000666
-1 —2 2,41 —16 63 [ 0,0231 | —0,00261 | 0,000569
0 0 0,2 -0,8 7 10,0219 | —0,00234 | 0,000488
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

—1ix+2
_ 2
)= 22 —6z+9
Zaehler faktorisieren:

1

-2
=
1
_115
r=1-
31
T = 15; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 —62+9=0

1z — 6z +9=0
+6+1/(—6)>—4-1-9

Ty = 2.1

+6 £0
xl/QZT

60
$1/2=T

640 6—0

xlzT xQ:T
x1:3 1‘2:3

ro = 3; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

Sty

f(z)= e

o Definitionsbereich: D =R\ {3}
—13z+2

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
@) = (—13) - (22 — 62 +9) — (—132+2) - (22 — 6)
(22 — 6z +9)?
—152° +9x — 135) — (—3z° + 132 —
1327 + 9z — 133 32% + 13z — 12
(22 — 62 +9)?

_ 1122 — 4z —14
(x2 — 62 +9)?

_ 1%;{:2 —4x — 1%
(x2 — 62 +9)2

_ lé(z + %)(x -3)

(xz—3)?
13z + 3
3 — 922 + 27Ty — 27
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

13 - (2% — 922 + 272 — 27) — (132 4 3) - (322 — 18z +27)

1"
Fhw) = (23 — 922 4 272 — 27)2
(132% —1312% + 4042 — 40%) — (432% — 2512% + 3142 + 131)

(23 — 922 + 27z — 27)2

_ —323 + 1222 + 9z — 54

(23 — 922 + 27z — 27)2

_ —32% + 1222 + 9z — 54

(23 — 922 + 2Tz — 27)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zae{zler =0

- 15.%' +2=0

T3 = 1%; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
s<][1i]<z<][3]<z

fle)| + ] 0 — 0| —
1
x €] — 00; 15[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1
x 6]15;3[ U ]3;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

2
x(—l% +-)
L T
T—r 100 2
1—— N
(1= —+3)
Horizontale Asymptote: y = 0

=0

1 1
lim 7_15(33 —13) = —00
a—=3t  (x—3)2

,ll(xf 11)
lim 2= 3)
o3 (x - 3)2 o

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 3

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

13z + 3
! 2 2
— :0
@)= 502 Toms o7
Lol 1
27 2] 2
log = —= 1=
v=-5 /i
1
2
r=—=
13
1
r=—=
3

T4 = —%; 1-fache Nullstelle

1
1"(=3) = —0,0405

- YL
1 3)<O:>H0chpunkt.( 3/40)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

11z + 3

/ _ 2 2
Fiiz) = 3 — 922 + 2Tx — 27
Zaehler = 0

T5 = _§; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x¢ = 3; 2-fache Nullstelle

r < —% <z< |3 | <=
flx)y| + | 0 - 0| +
1
x €] — o0; —g[ U ]3;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend
1

z€l—=;3[ f'(z) <0 streng monoton fallend

37

e Kruemmung

—323 4+ 1222 4+ 9z — 54
f”(x)— x° + 122° + 92

Zaehler =0
— 322 4+ 1222492 —-54=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 2

26 — 1825 + 13524 — 54023 + 1,22 - 10322 — 1,46 - 1032 + 729

(=32% 1227 +92 —54 ):(z+2) = 3224 18z — 27
— (=32 —62?)
1822 +92 —54
— (1822  +36x)
—27x —54
—(=27x —54)
0

—32% 4+ 182 — 27 =0
—18 £ /182 — 4. (=3) - (—27)

e 2-(-3)

—18++0
x1/2 = T

—18+0
T1/2 = 6

—18+0 —18—-0

eI T T
LU1:3 £C2:3

r7 = —2; 1-fache Nullstelle
xg = 3; 2-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg = 3; 2-fache Nullstelle

r<| 2| <r<|3|<zx
ffl@) | + ] 0 - (0] -

z €] —o00;—2[ f’(x) >0 linksgekriimmt

r€]—2;3[ U ]3;00] f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad Losungen

: B . 8 +
(—1%-(}:-&—2)
Ableitung von f(x)
: : ' . 6 +
4 -+
2 —+
% % } 6
—6 —4 —2
-2 4
—4 4
—6 +
] 7 i 77 —8—= N 7 - G
v | f@) [ f(a) /@) v [J@ ] @) | /@
-7 3 o5 0,0015 0 [ 2 [-0,0185 | —0,0741
—63 [ 0,13 | 0,0108 0,00166 ;| £ [ —0,08 [ —0,192
-6 | & | 0,0117 0,00183 1] &£ | —0,25 | —0,563
—5% [ 0,142 | 0,0126 0,00201 15[ -5 | —0,815 | —2,07
-5 [0,148 | 0,0137 0,0022 2 [ -1 ] =35 —12
-4: | £ 0,0148 0,00237 2; | -7 | -34,1 —216
—4 = 0,016 0,0025 3 | —oo [ —4897% 00
—-35 (0,172 0,0173 0,00252 33 | 13 46,1 —265
-3 = = 0,00231 4] —4 6,5 —18
—23 | & | 0,0195 0,00164 431 -2: [ 2,15 —3,85
-2 | = =5 —-1,96-10"" 5 | -1 1 -1,31
-1 | & | 0,0192 | —0,00366 55 | —1 0,56 | —0,576
-1 5 0,0156 —0,0117 6 z 0,352 -0, 296
-3 | 45 10,00583 —0,03 63 | -3 | 0,239 [ —0,17
0 2 | -0,0185 | —0,0741 7] -5 0172 [ 0,105
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Aufgabe (23)
eFunktion/Faktorisieren

flz)= 23 + 322 +3x+1
Nenner faktorisieren:

22 4+3224+32+1=0

224322 +3c+1=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z® 432> 43z +1 ):(z+1)=a24+22+1

—(2*  +a?)
212 +3x +1
—(22*  +2x)
x +1
—(z  +1)
0
122 +22+1=0
—24++22-4.1-1
xr =
1/2 9.1
—24+40
T1/2
2
—240
Ty/2 = 2
—-240 —2-0
xr1 = To =
2
xrp = -1 Xro = -1

x1 = —1; 3-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

f(x)= m
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
flx) =

23+ 322 +3x+1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

(@) = 0-(z3+322+3x+1)—1- (322 + 62+ 3)
(3 + 322 + 3z +1)?

00— (32?4624 3)

(23 + 322 + 32 + 1)2

- —322 — 6z — 3
(23 + 322 + 3z + 1)2
—322 — 6z — 3

C (z3 4+ 322 + 32+ 1)2
P () = (=62 — 6) - (25 + 62° + 152* + 2023 + 1522 + 62 + 1) — (=322 — 62 — 3) - (62° + 302* + 602 + 6022 + 30x + 6)
N (26 + 625 + 1524 + 2023 4 1522 + 62 + 1)2
(=627 — 4225 — 1262 — 2102* — 2102% — 12602 — 422 — 6) — (—1827 — 12625 — 3782° — 6302* — 6302 — 37822 — 126z — 18)

(28 + 625 + 152% + 2023 + 1522 + 62 + 1)2
1227 4 8425 4 25225 4 4202* + 42022 + 25222 + 84z + 12

(28 + 625 + 1524 4 2023 + 1522 + 62 + 1)2
1227 4 8425 4 25225 4 420z* 4 42022 + 25222 + 84z + 12

(28 4 62° + 152* + 2023 + 1522 + 62 + 1)

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
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Losungen

1=0
keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r< | —-1|<x

fl@)| = [0 ] +
x €] —1;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—1[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

Horizontale Asymptote: y =0

lim —— =
a:jrfnl‘*' (.I + 1)3 o0
1
lim —00

emm1- (+1)5
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
—3z2 — 62— 3
fl(x) = 6 5 4 3 2 = 0
b + 6z° + 152* 4+ 202° 4 152 + 6z + 1

.%'1/2— 2 (73)

+6 + 0
Ti/2 = —

6+0
n2 =g

6 + 6—-0

T=e T2 e
.Tlifl 112'2:7].

xo = —1; 2-fache Nullstelle

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

£ (z) = —322 — 62— 3

26 + 625 + 1524 + 2023 + 1522 + 62 + 1
Zaehler =0
r3 = —1; 2-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xqy = —1; 3-fache Nullstelle

r< | -1 <z
ffl@)| — 10| -

z€]—o0;—1[ U |—1;00] f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
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Losungen

1227 4 8420 + 25225 + 4202* + 42023 + 25222 + 84z + 12

" _
J; (2 - ;EIO2 + 1221 + 66210 + 2202° + 49528 + 79227 + 92426 + 79225 + 49524 + 22023 + 6622 + 122 + 1
aenter =

NumerischeSuche :
keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
x5 = —1; 3-fache Nullstelle

r< | —-1|<x
ffl@) | — 10| +

z €] —1;00 f"(z) >0 linksgekriimmt

z €] —oo;—1] f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

8 —_
, 1
@) = Gt
Ableitung von f(x)
= -. . . 6 +
2 —+4
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Losungen

: | J@) /() /(@) v | fQ@) /() /(@)
—7 | —0,00463 | —0,00231 | —0, 00154 0 1 -3 12
—65 | —0,00601 | —0,00328 | —0,00238 3 = —0,593 1,58
—6 — = —0,0048 | —0,00384 1 3 —0,188 0,375
—52 | —0,011 | —0,00732 | —0,0065 1% = —0,0768 0,123
-5 - —0,0117 | —0,0117 2 o —0,037 0,0494
—4% | —0,0233 —0,02 —0,0228 25 | 0,0233 —0,02 0,0228
—A — o —0,037 | —0,0494 3 a1 —0,0117 0,0117
3% — —0,0768 | —0,123 33 | 0,011 | —0,00732 [ 0,0065
-3 —3 —0,188 | —0,375 4 == —0,0048 | 0,00384
—21 — 5 -0, 593 —1,58 47 10,00601 | —0,00328 | 0,00238
-2 -1 -3 —12 5 [0,00463 | —0,00231 | 0,00154
-11 -8 —48,2 —385 55 | 0,00364 | —0,00168 | 0,00103
-1 00 1,07 107 —00 6 | 0,00292 | —0,00125 | 0,000714
-7 8 —48,2 385 65 | 0,00237 | —0,000948 | 0,000506
0 1 -3 12 7 10,00195 | —0,000732 | 0,000366
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Losungen

Aufgabe (24)
eFunktion/Faktorisieren
22 4+2x+1
f o) = 3 4+ 312 + 3z + 1
Zaehler faktorisieren:
22 +24+1=0
lz? +22+1=0
—2++v22-4-1-1
xr =
1/2 5.1
—2++0
T2 = "5
—240
T1/2 = B
—-2+0 -2-0
xrp = To =
2
r1 =—1 To = —1
x1 = —1; 2-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
22+ 322 +3x+1=0
2 +32°+32+1=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z® +32° 432z +1 ):(z+1) =2 +22+1
_(xS +CC2)
227 +3z  +1
—(2a:2 +2x)
T +1
—@ +1)
0
la* +224+1=0
—24+22-4.1-1
x =
1/2 5.1
-24+40
Tijo = —
—-240
Ty/2 = D)
-240 —-2-0
xry = To =
2
Tr1 = -1 To = -1
r9g = —1; 3-fache Nullstelle
Faktorisi(erter ;J_;erm:
z+1
f@)=7—"75
(x+1)
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
e Term gekiirzen
1
xTr) =
1@ (z+1)
1
F@) = —
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(x+1)—1-1
’ _
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Losungen

0-(z2+2x+1)—(-1)- 2z +2)
(z2 + 2z +1)2

0—(—2z—-2)

(22 + 22+ 1)
20+ 2

- (2 + 22+ 1)?
_ 2z + 2

B (22 4 22+ 1)2
_ 2 +1)
o (x+1)4

2

(x+1)3
2
23432243241
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1=0
keine Loesung

e Vorzeichentabelle:
r< | —-1|<x

fl@) | — [ 0] +
x €] —1;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —oo;—1[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

2 1
?(1+ =+ =)
: R -
lim =0

x  x?2 23

Horizontale Asymptote: y = 0

i
st (z + 1)

I
eoi- (@ + 1)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

/ = —-———
@) = 224+ 2r+1
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

/ _
fiz) = 2 4+ 22 +1
Zaehler =0
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Losungen

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x3 = —1; 1-fache Nullstelle

r<|—1

<x

ffl@)] = |10

x €] —o0; —1]

U

]—1;00] f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

f' (@) =
Zaehler =0
keine Loesung

3 +322+3x+1

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
x4 = —1; 1-fache Nullstelle

< | —1

<z

ff@) | = |0

+

z €] —1;00] f"(z) >0 linksgekriimmt

x €] — ooy —1]

f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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: . . 8 +
N (1-x242-2+1)
f(@) = morso 3D
Ableitung von f(x)
. . . . 6 +
4 =+

. . . - - . 8 L - - -

z | flz) | fl=) f"(x) x| flx) | flz) f" (@)
—63 vl 1 —0,(312 2| 3 —0,445 | 0,593
761 3 % e, 11 3 —0,25 0,25
—53 | -2 = [-0,0219] [12] = —0,16 | 0,128
-5 | —3 [-0,0625 | —= 2 [ 5 [ —0,111 | 0,0741
—43 | —2 | —0,0816 | —0,0466 | |25 2 | —0,0816 | 0,0466
-4 | —2 [ —0,111 | —0,0741 3 3 [-0,0625 =
-33 | -2 | —0,16 | —0,128 33 % —% 0,02219
—31 —é —-0,25 | —0,25 41 5 % =
—23 | —2 | —0,445 | —0,593 Ik — 0,012
-2 [ -1 -1 -2 5 2 — =
-1 | -2 —4 —16 55 | 5 | —0,0237[0,00728
—1 | NaN [ 326552 | NaN 6 1 —25 | 0,00583
-1 2 —4 16 63 | = [—0,0178 [0,00474

0 1 —1 2 7] 3 —a; | 0,00391
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad < Nennergrad

Losungen

Aufgabe (25)
eFunktion/Faktorisieren
F@) =
¥ = 34322+ 3z + 1
Zaehler faktorisieren:
2 —-1=0
w?—-1=0 /+1
1z? =1 /:1
1
2 _ —
T
r==+V1
x1 =1 To = —1
x1 = —1; 1-fache Nullstelle
r9 = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
2 4+32°+3x+1=0
2*+322 +32+1=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z* 432> 3z +1 ):(z+1)=a2422+1
_(w?) _|_1:2)
217 +3z +1
—(22*  +2x)
T +1
—(z  +41)
0
la? +2r+1=0
 —2£V22-4-1-1
Ty1/2 = 9.1
—24+0
T1/2 = B
—2+0
Ty = )
-2+0 —-2-0
xr1 = To =
2
xr1 = -1 T = -1
r3 = —1; 3-fache Nullstelle
Faktorisi(erterl')I&erm: D
z+1)(x —
T
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
e Term gekiirzen
flx) = (-1
 (z+1)?
z—1
)= 2 4+2r+1
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = 1-(22+2z+1)—(z—1)- 2z +2)
N (22 4 2z + 1)?
(@422 +1) — (227 - 2)
B (x2 42z +1)?
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Losungen

-2 +22+3
(22 422+ 1)2
—x2 422 +3
(224224 1)2
_ —(x+1)(z—3)
B (x4 1)
_ —(x—3)
~ (z+1)3
_ —x+3
34322+ 3 +1
vy (1) (2® 4+ 322 4324+ 1) — (—x +3) - (32° + 62 + 3)
Fw) = (23 4+ 322 + 3z + 1)2
(=% =32 — 32 — 1) — (=32 + 32° + 152+ 9)
B (23 + 322 4+ 3z + 1)2
22% — 622 — 18z — 10
(23 + 322 + 3z + 1)2
22% — 622 — 18z — 10
(23 + 322 + 31+ 1)2
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
rz—1=0
r4 = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|l<z<|l|<zx

fx)y| — | 0 - 0| +
x €]l;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—1] U ]—=1;1 f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

1
~T2(1—7)
i 53 1 =0
37—>003
I T
x(+x+x2+x3)

Horizontale Asymptote: y =0

I il B
z——1+ (x + 1)2
li (z—1) —00

eoi- (z+1)2
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

, _ —x+3 _
f(x)_:c3+33:2+3x—|—1 B
—1lzx+3=0 /—3
—1lz=-3 /:(=1)

x5 = 3; 1-fache Nullstelle

)=
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Losungen

1
1"(3)<0= Hochpunkt:(S/g)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

’ . -z +3
Fiiz) = 23+ 322 +3zx+1
Zaehler = 0

x¢ = 3; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
x7 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—-l|<z<|3|<=x
ffle)| — 10 + 0] -

z€]—1;3[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z€]—o0;—1 U ]300 f'(x) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
223 — 622 — 182 — 10

" _
P (®) = 565 1 1508 + 200 + 1522 1 62 1 1
Zaehler =0

222 — 622 — 182 —10=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1

(223 —62? —18z =10 ):(z+1)=22%—8x— 10
—(22% 4227
—827 —18xz  —10
—(—82%  —8x)
—10z —10
—(~10z —10)
0

222 — 8z —10=0
+8i\/(—8)2—4~2~(—10)

T1/2

2.2

+8 + v144
xl/QZf

8§+ 12
Ty = 4

8+ 12 8 —12
nET T
$1=5 1‘2:—1

rg = —1; 2-fache Nullstelle
xg9 = 5; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
210 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—l|<zrx<|db|<=x
f'(z)| — | 0 - 0| +

z €]5;00[ f"’(x) >0 linksgekriimmt

z€l—o0;—1 U ]—=1;5 f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

. . 8 —_
N (1~{1:2—1)
f(@) = aososem
Ableitung von f(x)
. . . . 6 +
4 -

4
. . . - - 8 - - - -
z | f(z) f'(x) f"(x) x| f(x) f'(x) [ (x)
-7 [ -2 -0 -4 0| -1 3 —10
—63 | ——> | —0,0571 [ —0,0251 3 | -2 0,741 —1,78
—6 | —5= [ —0,072 | —0,0352 1 0 0,25 -0,5
—53 | =22 | —0,0933 [ —0,0512 | [15| & 0,096 —0,179
-5 [ -2 [ —0,125 [—0,0781 2 3 0,037 —0,0741
—41 | -2 | —0,175 | —0,127 23| & 0,0117 —0,0333
-4 | -2 [ —0,259 | —0,222 3 3 1,2-107° -
—33 | -3 | —0,416 | —0,435 33 &2 ] -0,00549 [ —0,00732
-3 -1 —0,75 —1 4 3 — oz —0, 0032
—21 | -13 [ -1,63 —2,96 47 1+ [ —0,00902 [ —0,00109
-2 | =3 -5 —14 5 3 —ox | —5,25-10°°
-1 -10 | -36,1 —208 53 | 0,107 | —0,0091 0,00056
—1 [ NaN [ 3,27-103 | NaN 6 & | —0,00875 [ 0,000833
-2 | -6 28,1 —176 65 | 0,0978 | —0,0083 | 0,000948
0 —1 3 —10 7 2 [ -0,00781 | 0,000977
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3 Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad = Nennergrad

3.1 Aufgaben

W) J@) =57
® f@=p5ty
B) fo)=
() f)=""10
() Jla)=—2
(© f<x>=%1§+§
M f@)= 5t
®) =" 520

2 4+2x+1
T S
—3T tEr T
) =
f() _71‘2_3’;_%
x? — bz — 27
4 + 122+ 5
S5rc —2x+1
f @)= x22—|—2x—|—1
S5rc —2x+1
/@)= x32+2x2—|—1
z° 4+ 3z — 4
fla) =02
fz) = —2% +32% — 4

T _1l.2 _ 41
5T 3x 42
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Losungen

3.2 Losungen

eFunktion/Faktorisieren

“@:%il

Zaehler faktorisieren:
z=0

r=0=>z=0

r1 =0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
20+1=0

20 +1=0 /=1
20 =-1 /2
-1

2

1

r=—=
2

Ty = —%; 1-fache Nullstelle

xr =

Faktorisierter Term:

f(x):m

1

e Definitionsbereich: D=R\ {2}

1

_ 2

fo =2
Polynomdivision :

(32 )i(@+3)=3

e 4

T

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
PR A et AT

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Aufgabe
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Losungen

% aehler =0
—x =0
x3 = 0; 1-fache Nullstelle

° Vorzeichentabellle:

T < s <z<|0|<x
fl)| + | 0O - 0| +
1
x €] — o0; —5[ U ]0;00[ f(z)>0 oberhalb der x-Achse
1
x €] — 3 0[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

z(1) 0,5 1
im ———— = = -
z—too (2 4 x) 1

[\)

1
Horizontale Asymptote: y = 3
1

. bEd

lim = = —00
a— (ZL' + 5)

. sz

lim =00

T——37 (1' + %)

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = ~3

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1
"(2)=—=—2—=0
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
1

/ _ 1
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

1
Ty = —5 1-fache Nullstelle

T < —% <z
flo) | = 10 ] -
1 1 )
x €] — o0; —5[ U J- 2’ oo[ f'(x) <0 streng monoton fallend
e Kruemmung
1 1
1" (2) = e
ot + 223 + 1522 + o+ £
Zaehler =0
1 1 1
L Ir—2=0 -
2" [+
1 1 1
3= ‘2>
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Losungen

8
I
‘N»—'

8
Il
I
N | —ro|—
—

T =5 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

T = —%; 1-fache Nullstelle

xr < —% <z
ffl@) | + 1 0] -

1
x €] — o0; —5[ " (x) >0 linksgekriimmt

1
x €] — 3 oo f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

8 —_
1-x
(@) = 552
Ableitung von f(x)
. . . . 6 —+
4 .

% # B } % %
—6 4 2 4 6
4 4
-6 4+
-8 L
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Losungen

v | fl@) ] flz) | f'(z) x| flz) | f(=) f"(x)
—7 [ £ 10,00592 | 0,00182 0 0 1 —4
—63 | 37 [0,00694 [ 0,00231 3 7 0,25 —0,5
-6 | & o7 | 0,00301 1] & | 0111 | —0,148
I 11 1 1 3
—52 b3 1 0,004 11 5 0,0625 | —0,0625
e e a ——
— N o i
—3 41 7 o 0, 011 17 331 7 o —Oo ,000171871
) 12 36 54 2 16 64 it/
-3 2 0,04 0,032 41 3 = —0,00549
1 5 1 9 1
—23 | 2 10,0625 | 0,0625 21 5 = —0,004
—2 2 0,111 0,148 5 | & T —0, 00301
-1z | ¢ 0,25 0,5 55 | 3; |0,00694 [ —0,00231
6
-1 ] 1 1 4 6 | = [0,00592 | —0,00182
—1 ] —oo | —81618 00 62| 22 | 0,0051 | —0,00146
0 0 1 —4 7 | £ 10,00444 | —0,00119
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
—x+2
f@)=1—=

Zaehler faktorisieren:
—z+2=0

—lx+2=0 /—2

xr =
r1 =2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

8 N~
Il 8
Il
g e

S
Il
N | Hrol|sl—
—_

r2 =33 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

flo)= 27

3@ —3)
1
o Definitionsbereich: D=R\ {2}

flay= 2200

2
Polynomdivision :

(—2z 44 ):(z—1)=-2
—(—2z +1)
3

f(-r):_2+ 31

2
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

(=2)-(z— %) —(—22+4)-1
f@) = 2

(z—1)2
(—2z+4+1) — (—2x+4)

(=37

Aufgabe

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

_ 6x — 3
(22— +31)2
6x — 3

T @ -at i)y

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—2x+4=0

r3 = 2; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|ifl<z<|2]<z=

2
f)y| = |0 + 0| —
1
x 6]5; 2[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse
T €] — 00; %[ U ]2;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

2
r(-1+-) _o

x’ _ _
— 1 7 =2
-4
Horizontale Asymptote: y = —2

—2(x —2
lim 7(33 ):oo

lim
r—+oo
x(

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
-3
"(z) = ————= =0
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, _
) =

Zaehler =0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
1
T4 =53 1-fache Nullstelle

r<[i]<=
flo)| = J0] -
1 1 ,

x €] — ,5[ u }5, oo[ f'(x) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
6z — 3

17" _
N gt — 228 + 1322 — Lo+ &
Zaehler =0
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 107
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

T5 = 5 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen

T = %; 1-fache Nullstelle

xr < % <x
ffla)| — J0] +

1
x 6]5; oo f"(x) >0 linksgekriimmt

1
x €] — o0; 5[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
f(l’) _ (71-334*12)

(3-2—1

8*»

Ableitung von f(x)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

z | flx) | f(2) f"(x) z | flz) | f(=) f"(z)
-7 [ 2] —= [-00142] [ 0] -8 —-12 | —48,1
—67 | —22 -2 —0,0175 7 | oo 97952 | —o0
-6 | -2 | —0,071 [ —0,0218 1 4 —12 48,1
51| -2 | -5 —= 7] 1 -3 6
-5 [ =255 | —0,0992 | —0,0361 2 0 —1,33 1,78
1 3 6 T 1
—47 | =22 | —0,12 - 27 | -1 -0,75 | 0,75
—4 | =22 | —0,148 [ —0,0658 3] -3 —0,48 | 0,384
—33 | —22 [ —0,188 | —0,0938 33 -1 | —0,333 | 0,222
-3 | —28 ] —0,245 | —0,14 4 [ 11 [ -0,245 | 0,14
—22] -3 [ —0,333 | —0,222 47 [ —17 [ 0,188 | 0,0938
—2 [ =3f ] —0,48 | —0,384 5 | —13 | —0,148 | 0,0658
1 1 T 2 [§]
-1; [ =35 [ —0,75 —0,75 3| 15 | 0,12 =
-1 | —4 —1,33 —1,78 6 [ -1 | —0,0992 | 0,0361
T 5| -8 | =6 | [6i[-u| % | &
0 -8 —12 —48,1 7 | 175 | —0,071 [0,0218
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
=3z +1

F@ =7
Zaehler faktorisieren:

—3x+1=0

—3z+1=0 /-1
—3r=-1 /:(=3)
-1
x:j
1
T =z
3

T = %; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
dr+2=0

4r+2=0 /—2
4o = =2 /4

-2
r=—

T2 =5 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
=3z —3)

) =
0= 1)
e Definitionsbereich: D=R\ {1}

3 1
_"1*t+3
f (@) P

Polynomdivision :
)io+d) = -3

S
N

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
PISNE OIS NG DS
(x+3)?
(- (et d

o+ b

02tz + ) — (-3 (22 +1)

0— (=152~ %)
(22 + 2 + 1)2

Aufgabe
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

iz + 2
(@2 + 2+ 7)°
iz +3
(@t g)?
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Za??hler = 0

T3 = %; 1-fache Nullstelle

° Vorzeichentabellle:

s<][-3]<a<]i|<=
F@ | =0 + [0 =
11
xe]—§;§[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse
1 1
xe]—oo;—§[ u ]g;oo[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

e(=3+z) —0,75 3

lim =

a—too 2
—+ x(4+ 7) 1 4
. 3
Horizontale Asymptote: y = ~1
_3(p—1
lim 4(31‘ 1 3) =0
x~>7%+ (.T/'+ 5)
_3(p—1
lim 4(1‘ I 3) = —00
-3 (T+3)

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
_5
") = —238— =0
Fe) = oiey i
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
5

' _ 8
Zaehler = 0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen

T4 = f%; 1-fache Nullstelle

r < —% <z
file)| = 10 ] =
1 1 )
x €] — o0; —5[ U ]- X oo f'(x) <0 streng monoton fallend
e Kruemmung
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 111
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

11 +§
f(x) = 4301 ! 1
vt 4223 + 1522 + 50+ 54
Zaehler =0
1 5 5
1oe+2=0 ~2
411$+85 /18
l-z=—= (11—
4* 8 /i1
__8
T 1%
1
r=—=
2
1

T = —5; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

Te = —%; 1-fache Nullstelle

xr < f% <z
f'(x) | - +
1

z €] — 3 oo f"(z) >0 linksgekriimmt

1
x €] — o0; —5[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

. . 8 +
rroN . (=3-x+1)
f(i) — (4z+2)
Ableitung von f(x)
. . . \ 6 +
4 4+
2 —+

P

-6 4 6

—92

4 -

6 .

. . . - s 8 L - — — .

T f(fl) f'(z) f"(z) r f(lx) f'(@) f"(x)
—7 | =] -0,0148 | —0,00455 0 1 -2,5 10
—6% | —3z [ —0,0174 [ —0,00579 s | -5 | —0,625 | 1,25
—6 | =221 -0,0207 | —0,00751 1| —5 | —0,278 [ 0,37
51 I —= - 12 [ - | —0,156 | 0,156
-5 | —% [-0,0309 | —0,0137 2 [ -5 | 0,1 0,08
—4I[ =27 10,0391 | —0,019 25 | =33 | —0,0694 | 0,0463
—41 —ﬁ —0,051 | —0,0292 31 —;9 —0,051 | 0,0292
_33§ —? -0, 5)6194 —0608123 345 " —8, ggg; 8, 8}25;
— — —VU, —Y, — 18 ) !
—25 [ -1 | —0,156 | —0,156 47 ] -2 — 5
-2 [ -1l [ -0,2718 [ —0,37 5 | =% [ —0,0207 [ 0,00751
—11 ] —13 | —0,625 | —1,25 55 | —5% | —0,0174 [ 0,00579
11 2 -2,5 —10 6 | —5 | —0,0148 | 0,00455
—1 00 204030 —00 63 | —2¢ | —0,0128 | 0,00364
0 L —2.5 10 7] -2 —a5 | 0,00296
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
5T + 6
f(x) =
x

Zaehler faitorisieren:
50 +6=0

52 +6=0 /—6
5x = —6 /5
6
= 51
r=—-1-

5

T = —1%; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
—xz=0

r=0=>2=0

r9 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter T§rm:
5(x+1g)
f(z)= 75

¢ Definitionsbereich: D =R\ {0}
-5 —6
f@)=———
Polynomdivision :
(=bx -6 ):(z)=-5
—(=57)

—6

fz) = —5—1—_76

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
yon (=5) - —(—5xr—6)-1
(=5z) — (—5z — 6)

(x)?

Aufgabe
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

— b5z — 61= 0

T3 = 715; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
s<|[-1lf|[<z<]|0]<=

flz)| - 0 + 0| —
1
x €] — 13; 0[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse
1
x €] — o0; —15[ U ]0;00[ f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

6
$(5 + *) -5
lim —% = —=-5
r—+oco x(—l) 1
Horizontale Asymptote: y = —5
-5 11
lim M - _
z—0t x
. =Bz +1%)
lim ——2= =
z—0~ T

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
6
f(x) = 22 0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

6
f(z) = 2
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
r4 = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0|<x
fll) | — (0] -

z €] —00;0[ U ]0;00[ f'(x) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

—12
I (z) = 3
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
x5 = 0; 1-fache Nullstelle

r< |0 <z
ffla) | + 10 —
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

z €] —00;0[ f”(z) >0 linksgekriimmt

z €]0;00[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

N (5z+6)
flz) = (—1-2)

S,V

Ableitung von f(x)
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

v [J@ ] F@) [ @] [« [J@& ] 7@ [ ")
-7 | -43 o 0,035 0 | —oo | —19591%5 )
—63 [ —473 | 0,142 [0,0437] | & | —17 24 —96,1
—6 | —4 0,167 = 1| -1 6 —12
—51 | =37 0,198 [ 0,0721 15| -9 2,67 —3,56
-5 | =3% 0,24 0,096 2 | -8 1,5 —1,5
-4z | -3% 0,296 0,132 23 | -T2 0,96 —0, 768
—4 | =33 0,375 0,188 3 -7 0,667 —0, 444
-3z [ -3% 0,49 0,28 33 | —62 0,49 —0,28
-3 | -3 0,667 0,444 4 | =65 0,375 —0, 188
—27 | —23 0,96 0,768 45 | —63 0,296 —0,132
-2 | -2 1,5 1,5 5 | —6: 0,24 —0,096
-1 | -1 2,67 3,56 55 | =651 0,198 —0,0721
—1 1 6 12 6 | —6 0,167 —=
-3 | 7 24 96, 1 63 | 52| 0,142 [ —0,0437

0 [ —oo | —1959135 | oo 7 | 58 5 —0,035
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
-3z +1

M) = =5

Zaehler faktorisieren:

—3x+1=0

—3z+1=0 /-1
—3r=-1 /:(=3)
-1
x:j
1
T =z
3

T = %; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r+2=0

r+2=0 /—2
T = -2
r9 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
B —3(z — %)

T =~
o Definitionsbereich: D=R\{-2}

—3z+1
f) ==L
Polynomdivision :
(=3z 41 ):(z+2)=-3
—(=3z —6)
7

7
T+ 2
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
roy (=3) (2 42) - (=3x+1)-1
Fa) = (z+2)2
(=32 —6)—(=3z+1)
(z +2)2

fl)y=-3+

-7

(z +2)2
-7

(z+2)?

£ () = 0-(2? +4x+4) — (=7)- (2x +4)
¥ = (22 + 4z + 4)?
0 — (—14x — 28)

(22 + 4z + 4)2
14x 4 28

(2% 4+ 4z + 4)?
14z +28
(22 4+ 4z + 4)2
14(z +2)

(z +2)*
14

(x+2)3

Aufgabe
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

B 14
23 46224 122+ 8
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
—-3z+1=0

T3 = %; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <x<

f)| — 0] +
T €] -2 é[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

<

O el

;00 f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

x(=3+z) -3

lim ——*=—=-3
r—+oo x(l + ;) 1
Horizontale Asymptote: y = —3

—3(z 1)
z——2+ ((E + 2)
L 3@ 3)
lim = —00

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

!/
= —-—-——-——— 0
f(@) 22 +4x + 4
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, B _
F@) = 72 +4x +4
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
ry = —2; 1-fache Nullstelle

r< | 2| <z

ffl) | — [ 0] =

T€l—o00;—2[ U ]—200] f'(z)<0 streng monoton fallend

o Kruemmung
14

1" o
! (x)_a:3—|—6m2—|—12x—|—8
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
x5 = —2; 1-fache Nullstelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

< | -2 |<z
f'@) | = [0 | +
z €] —2;00] f"(x) >0 linksgekriimmt

z €] —o0;—2[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle 8

N (=3-2+41)
f("[) - ((1~.’l:+2)

Ableitung von f(x)
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

v [J@ ] F@ [ @ | [ /@] F@ [ @
-7 | —42] —0,28 | 0,112 0 z —1,75 1,75
—63 | 45 [ —0,346 [ —0,154 = —1,12 | 0,896
—6 | —45] 0,438 —0,219 1| -2 [ 0,778 | 0,519
—52 | =5 | —0,571 | —0,327 1] -1 | —0,571 | 0,327
-5 | =53 | 0,778 | 0,519 2 | —13 [ —0,438 | 0,219
—43 | =5z | 1,12 [ 0,896 | |23 [ —15 | —0,346 | 0,154
—4 |63 —-1,75 | -1,75 3 -12 ] —0,28 | 0,112
—33 | -75 [ -3,11 [ 4,15 33 [ —15 | —0,231 |0,0841
-3 | -10] -7 —14 4 [ -1z ] 0,194 | &
—23 | 17 -28 [ —112 43 [-112 | —0,166 | 0,051
-2 | oo [228572 | —oo 5 -2 — 5
13 | 11 —28 112 53 | —24 [ 0,124 |0,0332
-1 ] 4 —7 14 6 | 25| —&4 10,0273
-2 | 12 [ 3,11 | 415 63 [ =255 | —0,0969 | 0,0228
0 3 | L7 17 7 22 —-& 10,0192
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

Aufgabe (6)
eFunktion/Faktorisieren
1,1
- _3" 5
fw=1
Za?hler faktorisieren:

1 1 1
RIS
3T (—3)

1

_ 5

U1
3
L3

= 53
r1 = —; 1-fache Nullstelle
Neimer faktorisieren:

— 1% 2=0
- lx -2=0 /+2
P !
2
T=TT
1
r=—-8
r9 = —8; 1-fache Nullstelle
Faktorisierter Term:
ey
f@) = —1—
¢ Definitionsbereich: D=R\{-8}
11,4
_ .3 5
flo) =2
Polynomdivision :
(13 -2 ):i(@+8) =11
—(13z +102)
—11:%
1 —-11E
=1= 15
fo) =13+ 775
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = 11-(z+8) —(1sz—12)-1
(x +8)2
_ (4103 - (e 3)
N (x + 8)2
1L
(2 +8)2
1L
~ (z+38)2
() = 0- (22 4+ 16z + 64) — 11:% - (2z + 16)
(22 + 162 + 64)2
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

00— (228x+183%)
(22 + 162 + 64)2
_ —223x —183%
(22 + 163 + 64)2
—2212 — 183 L
(22 4 162 + 64)2
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
thehlez =0

leg— = =0
3" 5

T3 = g; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:

r<| =8| <z< % <z
fl)| + |0 - 0| +
x €] —o0;—8[ U ]g, oo[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —8; g[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

1
1,5
y @(~3+ ;) _1,33333333333333 11
w(—1 - ;)

1
Horizontale Asymptote: y = 1§
-
im ———2% =
r——8t (IE + 8)
1i(p =3
lim -3~ 572 (z—5) =00
z——8- (r+38)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —8

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

F@) = i =
YT 160+ 64
keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

[ ——
xTr=—-—-

2 + 162 + 64
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
x4 = —8; 1-fache Nullstelle

r<|-8| <=z
ffl@)| — 10 ] -

r€l—00;—8 U ]—800] f'(z)<0 streng monoton fallend

e Kruemmung
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

14 7
—2215 1831

" _
Fiia) = x4 + 3223 + 38422 4+ 2,05 - 103z + 4,1 - 103
Zaehler =0

14 7 7

— 22— —183— =0 183—

IR
— 9227 =183— s —22=
o= 18y ( 15)
. 183 7%
- 224
15
T =-8

x5 = —8; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ttbernehmen
rg = —8; 1-fache Nullstelle

r<| 8| <x<| 8| <%
ff@)| + | 0 + 0| -

r€l—o00;—8 U ]—8 -8 f’(z)>0 linksgekriimmt

z €] —8;00[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

2 4 6
z flx) | flx) | f'(=) x f(x) f'(z) f"(z)
-7 [ 102 [ 11,5 | —22,9 0 - 0,179 | —0,0448
—6% | —65 5,1 —6,8 3 | —0,0157 [ 0,159 | —0,0373
—6 | —42 [ 2,87 | —2,87 1 [ 00593 | 0,142 | —0,0315
—53 | —3% [ 1,83 | —1,47 13 o 0,127 | —0,0267
=5 | =22 [ 1,27 | —0,849 2 = 0,115 | —0,0229
—43 [ 132 [0,936 | —0,535 25| 0,241 [ 0,104 | —0,0198
—4 [ -1 [0,717 | —0,358 3 = 0,0948 | —0,0172
—33 | 1,21 [ 0,566 | —0,252 37 ] 0,336 [0,0867 | —0,0151
-3 -2 0,459 —0,183 4 o 0,0796 | —0,0133
—211-0,752 0,379 | —0,138 47 = 0,0734 | —0,0117
-2 | =20 10,319 | —0,106 5 | 0,451 [0,0679 | —0,0104
—15| —% [0,271[—0,0835| |55 [ 0,484 [0,0629 | —0,00932
-1 | —:& [0,234]—0,0669 6 = 0,0585 | —0,00836
—3 [ —0,196 [ 0,204 | —0,0544 | [ 63 | 0,543 [0,0545 | —0,00752
0 —% [0,179 | —0,0448 7] 0,569 | 0,051 | —0,0068
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 125 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
-2+
flx) = 21
Zaehler faktorisieren:
—2’4+2=0
z(—x+1)=0=2z=0 V —z+1=0
—lx+1=0 /-1
—lz=-1 /:(=1)

r1 =0; 1-fache Nullstelle
x9 = 1; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
z2—-1=0

22 -1=0 /+1
z2=1 /:1
1
2
]
z=+V1
Tr1 = 1 Ty = -1
x3 = —1; 1-fache Nullstelle
z4 = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

o —x(z—1
fla)= (z+1D)(z—-1)

e Definitionsbereich: D=R\{-1;1}
e Term gekiirzen

f(@)= 1
Polynomdivision :
(—z )i(z+1)=-1
—(—z -1)
1

1
rz+1
ol. Ablei(tun)ge? und )2.AE)leit)ung
, =D (z+1)—(—2)-1
@)= (z +1)?
(—z—1)—(==)
(x+1)2

fly=-1+

0- (2?2 +2x+1)— (1) (22 +2)
(22 42z +1)2

0—(—2x—-2)
(22 4 2z +1)2

Aufgabe
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Losungen

_ 20 + 2
(22 422+ 1)2
- 2z + 2
(22420 +1)2
B 2(x +1)
(w4 1)t
B 2
(x+1)3
B 2
3432243z +1
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
—z=0
x5 = 0; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | -1|<x<|0|<x

flxy| — | 0 + 0] —
x €] —1;0[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —oo;—1] U ]0;00[ f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

r?(-1+z) -1

T—rT 00
Horizontale Asymptote: y = —1
—x
li =
ot 1)

lm ——
z——1- (x + 1)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

, _

= —-_———mm_mo—_— O
(@) x2+2x+1
keine Loesung

o Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
Lo _
J) = 2 4+2x+1

Zaehler =0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
rg = —1; 1-fache Nullstelle

r<|—-1|<=x
ffl@)| — 10| -

r€l—o00;—1[ U ]—1;00] f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

2

" _
! (z)_x3+3x2+3x+1
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
x7 = —1; 1-fache Nullstelle

r< | —-1|<=x
ffl@) | — [0 | +

z €] —1;00 f"(x) >0 linksgekriimmt

z €] —o0;—1] f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

8 —_
. —1.2°2 T
flx) = ( (1.121—1) )
Ableitung von f(x)
. . . . 6 +
4 4+
2 —+

P
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

z | flx) | [f'(z) f"(x) z | fl&) | fz) | (=)
—71 —1% —% —I= 0l o —1 2
by [l | —pr | 0,012 3 | —% [ —0,445 | 0,593
=6 | -lg | —o I, L [NaN | 0,25 | NaN
=53 | -1z | —& [-0,0219]| [13] -2 | —0,16 [ 0,128
=5 [ 17 [ —0,0625 | —4 2 | —2 [ —0,111 | 0,0741
—45 | =12 | —0,0816 | —0,0466 | |25 [ —2 | —0,0816 [ 0,0466
—4 | -1 | —0,111 | —0,0741 3] -3 [-0,0625]
—33 | -12 [ —0,16 | —0,128 | |35 | —% -2 | 0,0219
-3 | =13 | —0,25 | —0,25 41 -2 — 5 o
—2; [ -15 [ 0,445 | —0,593 | |43 | —=% | —11 0,012
-2 | -2 —1 -2 5 -2 — = =
-1z | -3 —4 —16 55 | —13 | —0,0237 [ 0,00728
-1 [ —oo | 32655 00 6 | -2 —45 | 0,00583
-2 1 —4 16 63 | —12 | —0,0178 | 0,00474

0 0 —1 2 7] -4 —a | 0,00391
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
2?2 +2r+1
@)= —5———

222 + 22
Zaehler faktorisieren:

224224+1=0

1224+ 22+1=0
—24+/22-4-1-1

Ty/2 = 9.1

—2+40

2
-2+0

Ty =

Ty/2 = D)
=240 -2-0

xry =

xr1 = —1 To = —1
x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

202 4+ 22 =0

2 +2)=0=>2z=0 VvV 2x+4+2=0
20+2=0 /-2

20 = -2 /2

r9g = —1; 1-fache Nullstelle
r3 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisi?rter Tigrm:

z+1

1) = 2(x + 1z

o Definitionsbereich: D =R\ {-1;0}
e Term gekiirzen

flay =20

x
T+
fa)=22
Polynomdivision :
(%195 +1 )i(@) =1
—(57)

N[
N|—=

SIS

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
To—(Gz+1)1

f'(w) =2

Aufgabe
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1 1

51‘ +-=0

xq = —1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|l<z<|0|<zx

flx) | + 0 — 0| +

x €] —oo;—1] U ]J0;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;0] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

2 1

1+ -+3) 05 1
lirf #237 =T-=3
’ 1
Horizontale Asymptote: y = 3
1
lim sz+1) -~
z—0t ) x
lim s+l - o
=0~ x

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1

f@)=—3 =0

keine Loesung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
1

f(z) = ?22
Zaehler = 0
keine Loesung

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
r5 = 0; 1-fache Nullstelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

r<|0| <z
ffl) | — [0] -

z €] —00;0[ U ]0;00[ f'(x) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
11 ]'
(@) = ey
Zaehler =0
keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen
rg = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0|<x
ffl@) | — 0] +

z €]0;00[ f"’(x) >0 linksgekriimmt

z €] —00;0[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle 8

g 12242241
fla) = St

Ableitung von f(x)

- -8 L
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

x| flx) | f'(x) f"(x) x| flx) | f(=) f"(x)
-7 2 —o5 | —0,00292 0 [ oo | 16328 | —o0
—6% | L 10,0118 | —0,00364 1111 -2 8,01
6 | > —L [ -0,00463 1] 1 —0,5 1

I 9 2 1 53
—51 2 1 -0, 0(1)601 11 ; —0,222 | 0,296
_51 : 5 —L 21 i —0,125 | 0,125
—41 i i -0, ?11 21 7 —0,08 | 0,064
—i | : L = 3 ] 2 [-0,0556 | 0,037
—31] 2 [-0,0408 | —0,0233 33 | 15 | —0,0408 | 0,0233
I 5} T 1
731 ] —0,0556 | —0,037 41 H = o
—27 o —0,08 | —0,064 4l s s 0,(1)11
—21 1 —0,125 | —0,125 51 H 50 =
-1z 2 —0,222 | —0,296 55 | o5 -7 | 0,00601
—1 [ NaeN| -0,5 NaN 6 | & — 7 0,00463
—% | & ) —8,01 63 | 32 | —0,0118 | 0,00364
32 4 T
0 oo | 163222 —00 [ —o | 0,00292
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

Aufgabe 9)

eFunktion/Faktorisieren

22 +2c+1
f(fﬂ):f

Zaehler faktorisieren:
224224+1=0

1224+ 22+1=0

—24+v22-4-1-1
Ty/2 = 9.1

—24+40
$1/2=T

—2+0
Ty/2 = D)

240 —2-0

xry = T = B
.le—l x2:—1

x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
2*—4=0

w2 —4=0 /+4
=4 /:1

4
2—7
T
x=+V4
xr1 =2 To = —2

ro = —2; 1-fache Nullstelle
x3 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

x+1)2
flay= T
(z+2)(z—2)
e Definitionsbereich: D =R\ {-2;2}
22 +2z+1
fo)=—m—g—
Polynomdivision :
(x> 2z +1 ):(2x?—-4)=1
(o —1)
2z +5

2x + 5

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2z +2) (22 —4) — (2> +22+1) -2z

!
f (J?) - (.’E2 _ 4)2
(223 4 22% — 8z — 8) — (223 + 422 + 27)
- (22 —4)?
—222 — 10z — 8
(22— 4)2
—222 — 10z — 8
(z2 —4)?
P () = (—4z —10) - (z* — 822 4+ 16) — (—222 — 10z — 8) - (42® — 162)

(z* — 822 + 16)2
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Losungen

(—4x° — 102* + 3223 4+ 8022 — 642 — 160) — (—8z° — 402* + 16022 + 1282)

B (24 — 822 +16)2
 4a® + 302 4 322% — 8022 — 192z — 160

N (x4 — 822 + 16)2

 4a® + 302 + 3223 — 8022 — 192z — 160

N (x4 — 822 + 16)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

P +22+1=0

ry = —1; 2-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2|l<e< |-l <x<|2|<zx

fl)| + |0 - 0 — 0| +
x €] —o0;—2[ U 2500 f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x€]—2;-1] U ]—=1;2[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

2 1
LCQ(]. + -+ 72) 1
i =g =1
T—rLT 00
Horizontale Asymptote: y = 1
i (z+1)°
im —————— = —00
e—s—2t (v +2)(x —2)
(z+1)2

lim o
e (x4 2)(z — 2)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

lim —(ac * 1)2 =0
z—2t (x+2)(x —2) o
(z+1)?

lim ——— 2 —
a2 —2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
—22% — 10z — 8

I T e T
F@) =5z rie 0

— 222 — 102 —8=0
+10 + \/(—10)2 —4-(=2)-(-8)

Ty/2 =

2-(-2)
+10 + /36
T
10+6
L 1046 _10-6
1—7_4 I2—7_4
$1:74 ’1,‘2:7].

x5 = —4; 1-fache Nullstelle
re = —1; 1-fache Nullstelle
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Losungen

1" o i : o §
f(—4) = 242> 0 = Tiefpunkt:( 4/4)
=2

1" (—1) < 0 = Hochpunkt:(—1/0)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—22%2 — 10z — 8
/ _
F@) =216
Zaehler =0

x7 = —4; 1-fache Nullstelle
rg = —1; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
rg = —2; 1-fache Nullstelle
210 = 2; 1-fache Nullstelle

r< | 4d|l<zr<| 2| <zx<|-1l|<z<|2|<x

F@| - [0 + [0] + [0] — (o] -
r€l—4;-2[ U ]—=2—-1] f'(z) >0 streng monoton steigend
r€]—oo;—4] U |—-1;2] U ]2;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
_ 4z + 30z + 3223 — 8022 — 1922 — 160

1!
(@) 28 — 1625 + 9624 — 25622 + 256
Zaehler =0
NumerischeSuche :

x11 = —5,7; 1-fache Nullstelle
x12 = —2; 1-fache Nullstelle
r13 = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

x14 = —2; 1-fache Nullstelle

r15 = 2; 1-fache Nullstelle

r<| -7 |<z<|2|<zx<| 2 |<zx<|2|<x
' (z) | — 0 + 0 + 0 — 0] +

rel—57-2[ U |—2-2[ U ]200 f’(x)>0 Ilinksgekriimmt

x€]—o0; =57 U |—22] f’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

Ableitung von f(x)

—6 —4 -2
. - - - __8 1 - - - .
z | f(x) f'(z) f"(z) z | flz) ]| f'(z) f"()
—7 z —0,0178 | —0,00217 0| —1 —0,5 —0,625
—63 [ 0,791 | —0,0188 | —0,00184 s [ =21 -0,96 [ —1,37
—6 2 —0,0195 | —0,000976 1 [ 15[ —2,22 | —4,52
-5z | = —0,0196 | 0,000995 13| 32| —8,99 —36,1
-5 o —0,0181 0,0054 2 [ oo [7,35-10°| —o0
—45 | 2 | —0,0133 | 0,0156 25 | 53 -9 36
—4 = [4,25-107°] 0,0417 3| 3; —2,24 4,5
37| 2 0,0367 0,121 33 [ 23 [ —0,992 | 1,33
-3 z 0,16 0,464 4 1 2L | —0,556 0,56
—21 1 0,89 3,96 47 | 122 [ —0,354 | 0,286
-2 | o —816 —0 5 [ 12 [ —0,245 | 0,165
-1z [ -1 0,818 —4,11 53 | 1= [ —0,179 o=
-1 0 6,81-10~° | —0,667 6 [ 12X | —0,137 | 0,0693
-3 | —& | 0,249 —0,436 63 | 1 [ —0,108 | 0,0486
0o | -2 —0,5 —0,625 7 [ 157 [ —0,0869 | 0,0353
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

Aufgabe (10)
eFunktion/Faktorisieren
—ir?+ 22+ 1
/ (.23) = 31 2 2 18
Zagehler faktorisieren:
2
- - - =0
3 75T
24 2ep Lo
'+ x4+ ==
3 5 8
2
I G
1/2 — 1
2-(—3)
—% + /0, 327
Tijp=——""3
e}
—% +0,572
T2 = 7"
—240,572 —2 0,572
Thh=—"""3 Te=—""93
3
Tr1 = —0,257 Ty = 1,46
r1 = —0,257; 1-fache Nullstelle
xo = 1,46; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorlisieren:
— 5%2 — T — 5 =0
1 1
— ixz —r-g = 0
(17 -1 (4) - ()
Ti/2 = 1
2 (-3)
+1+/0
Ti/2 = 1
1+0
=
1+ 1-0
=TT T2 ="
xr1 = -1 To = -1
r3 = —1; 2-fache Nullstelle
Faktorisierlt(er Term: i )
—3(x+0,257)(x — 1,46
fla)=—3 —La+4+1)2
2
o Definitionsbereich: D=R\{-1}
2,2 4, 1
fay=3 301
22 +2x+1
Polynomdivision :
(%1:2 —%1: —i ):(m2+2x+1):%
(22 +1iz  +2)
R TR
2 —21—2556 ﬁ
1) 3 22420 +1
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 138 https://fersch.de
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Losungen

f,(x)_(1%x—%)~(m2+2x+1)—(%x2—%x—i)-(2x+2)
N (22 + 22+ 1)?
1,.3 13,2 4 4 1,3 4.2 1 1
(22 + 22+ 1)2
B 21—25952—&-1%90—%
(22422 +1)2
2 5 3
(22 + 22+ 1)2
_ 21—25(96—1-1)(56—6%)
(x +1)*

2% (@ — 1)

:x3+3x22+3m+1 , ) , ,
f,,(I)ZQE-(mS—i—Sx +3x+1) - (232 — 55) - (32° + 62 + 3)

(23 + 322 + 32+ 1)?
(2223 + 622 + 620 +22) — (6223 + 11522 + 422 — %)
(23 + 322 + 3z + 1)?
4 1 4 1
(3 + 322 + 3z +1)2
_ —45ta® —532? + 122+ 355
(23 + 322 + 3x + 1)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
% aehlez =0 1

§I2 — - — Z =0

xqy = —0,257; 1-fache Nullstelle

x5 = 1,46; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< |-l <zx<|—-0,207T | <ax<|1,46 | <x

@ | + 0 + | 0o | — [0 |+

x €] —o0;—1] U ]—-1;-0,257[ U ]1,46;00[ f(z)>0 oberhalb der x-Achse

x €] —0,257;1,46] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

2 1
2/ 1 5 8
x (_§ + T + ﬁ) _ 0,666666666666667 _ 2
. — =

lim - z
r—+oo 1 5 1 3
R
Horizontale Asymptote: y = 3
i 2(z+0,257)(z —1,46)
z~}£nlJr (.23 —+ 1)2 -
y 2(x+0,257)(x —1,46)
m—>1r—nl— (.’t + 1)2 =

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
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22, 3
fl($) —_ 15 10 =0
3+ 322 +32+1

10

Te = %; 1-fache Nullstelle

f(

| ©

9
G )=1,44>0= Tiefpunkt:(@/ —0,268)

=

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2 3

roN 5%~ 10
! (x)7x3+3x2+3x+1
Zaehler =0

= —: 1-fache Nullstell
X7 R ache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
rg = —1; 2-fache Nullstelle

9

r< |-l | <zx<|g|<=
)| + | 0 - 0] +
9
x €] —o0;—1] U ]6—4, oo f'(z) >0 streng monoton steigend
r€)l—1; (?—4[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
4 3 1,.2 4 1
_4Tx — 57:1; + =x + 3i

1" o
P @) = 55605 + 1507+ 2007 1 1522 1 62 1 1
Zaehler =0

4 1 4 1
_47 3 _ k-2 17 I

1595 52x + 5x+330 0
NumerischeSuche :

rg = —1; 2-fache Nullstelle
210 =0,711; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r11 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|—-l|l<zx<|-l|<ax<|0,711| <=z
(z) | + 0 + 0 + 0 —

r€l—o0;—1 U ]—1;-1[ U ]-1;0,711] f"(x) >0 linksgekriimmt

x €]0,711;00] f”(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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: . 8 —_
7#-21:2 é.l 1
Ableitung von f(x)
: : . . 6 +
4 —+4
2 —+
Sf——7T i %
2 4 6
2|4+
—4 +
' : i T ——8 = : 7 e
z | flx) |  [flx) f"(x) v | fl@) f'(x) [ (x)
—7 11,06 0,0705 0,0254 0 -3 —0,301 3,04
—63 [ 1,09 0,0852 [ 0,0336 2 | —0,215 [ 0,227 0,178
—6 [ 1,14 0,105 0,0458 1| —-0,0958 | 0,229 | —0,0771
—52 | 1,2 0,132 [0,0646 | |13 | o= 0,186 | —0,0862
-5 [ 1,28 0,171 0,0952 2 | 0,0907 | 0,147 | —0,0679
—47 [ 1,38 0,231 0,148 22| 0,156 | 0,117 | —0,0509
—4 [ 1,51 0,327 0,248 3 | 0,209 | 0,0953 [ —0,0382
—37 | 1,71 0,497 0,46 33| 0,253 ]0,0786 | —0,029
-3 |23 0,838 0,99 4 ] 0,289 [ 0,0659 | —0,0225
—27 | 231 1,67 2,71 43 | 0,319 [0,0559 [ —0,0177
-2 [ 44 4,57 11,6 5| 0,345 | 0,048 | —0,0141
-1z [ 93 28,1 151 53 | 0,367 | 0,0416 | —0,0114
—1 [ 00 | =6,97-10° | oo 6 | 0,387 [ 0,0364 [ —0,0094
-2 1% —11 82,9 63 | 0,404 ] 0,0322 | —0,00781
0 | —3 —0,301 3,04 7 | 0,419 | 0,0286 | —0,00655
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

Aufgabe (11)

eFunktion/Faktorisieren
x® —bxr — 27

Fo) ==

Zaehler faktorisieren:

22 -5 —27=0

122 -5 —27=0
+5i\/(—5)2 —4-1-(=27)

Ty =

2.1
+5+ V133
xl/zzf
5+11,5
$1/2:T
5+ 11,5 5—11,5
T = —— Ty = ————

2
r1 = 8,27 xo = —3,27
x1 = —3,27; 1-fache Nullstelle
r9 = 8,27; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

2?43z =0

z2(x+3)=0=z=0 V z+3=0
z+3=0 /—3

r=-3

r3 = —3; 1-fache Nullstelle

r4 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
(x4 3,27)(x — 8,27)

e Definitionsbereich: D=R\{-3;0}
% — 5x — 27
Fe) ==
Polynomdivision :
(2 =5z —27 ):(2*+3zx)=1
—(2®  +32)
—8xr =27
—8x — 27
= 1 _—
f(@) * x? + 3z

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(22 —5) - (2% + 3x) — (2% — 5x — 27) - (22 + 3)

!

@)= (22 + 3x)2
(22 + 2 — 152) — (22° — T2 — 69z — 81)
B (22 4 3z)2
_ 822 + Hdx + 81
(22 +32)2

8z? + Hdx + 81

(22 + 3x)?

P () = (16x + 54) - (z* + 622 + 922) — (822 + 54z + 81) - (423 + 1822 + 18z)

(x* + 623 + 922)2

(1625 + 150z* + 46823 + 48622) — (3225 + 3602* + 1,44 - 10323 + 2,43 - 10322 + 1,46 - 103x)

(z* + 623 + 922)2
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

1625 — 2100* — 9722 — 1,94 10%2% — 1,46 - 10°x
B (z* 4 623 + 922)2

 —162° — 2102* — 97223 — 1,94 - 1032 — 1,46 - 10%2
B (2% + 623 + 922)2

| —16(2? + 4,352 + 5,26)(z + 5,78) (x + 3)z

N (x + 3)4zt

 —16(2? + 4,352 + 5,26)(z + 5,78)

- (x + 3)323

| —162% — 16222 — 4862 — 486

26 4+ 925 4 27wt + 2723

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2> =5z —27=0

x5 = —3,27; 1-fache Nullstelle

re = 8,27; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:

r< | =327T | <zx< |3 |<z<|0|<ax<]|8§27

<x

F@) | + 0 — (o + [o|] — 0

+

x €] —o00;=3,27 U ]-3;0] U ]8,27;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —3,27;-3[ U ]0;8,27[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim 3
Horizontale Asymptote: y =1
(x +3,27)(x — 8,27)

lim =00
r——3t (I‘ =+ 3)58

lim (x+3,27)(x — 8,27) _
-3~ (x+3)x

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —3

lim (x+3,27)(x — 8,27) _

z—0+ (x+3)x
lim (x+3,27)(x — 8,27) e
z—0- (x+3)x

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
822 + b4z + 81
f'(@) = 1 3 2
x* 4 6x° + 9x

8z2 + 541 +81 =0
—54++/542 —4-8-81

Ty1/2 = 2.8
—54 ++/324
Ty1/2 = 16
—54 £18
nes TG
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

54+ 18 5418
T 2776
il 1
xr1 = —21 T = _4§

1
T7 = 745; 1-fache Nullstelle

1
Ty = —21; 1-fache Nullstelle

11 1 _ _g
f”(f4§) <0= Hochpunkt:(f4§/2§)
n_oly _ 26 : (—oL /6L
st 24) —681 > 0 = Tiefpunkt:( 24/63)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

_ 8x2 + 5dx + 81

I —
Fiiz) = x4 + 623 + 922
Zaehler =0

1
T9 = 745; 1-fache Nullstelle

1
10 = —21; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
r11 = —3; 1-fache Nullstelle
z12 =0; 1-fache Nullstelle

r<]|-43[<z<]|3[<z<]|[-2;[<z<[0][<=
f(z) | — 0 — 0 — 0 + 0] +
1
x €] 21; 0 U ]0;00[ f'(x)>0 streng monoton steigend
1 1 1,
x €] oo;—4§[ u }—45;—3[ U ]—3;—21[ fi(x) <0

streng monoton fallend

e Kruemmung

' (2) = —1623 — 16222 — 4862 — 486
204925 + 2724 4 2723

Zaehler =0

— 1623 — 162> — 4862 — 486 = 0

NumerischeSuche :
r13 = —5,78; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen

x14 = —3; 1-fache Nullstelle

215 =0; 1-fache Nullstelle

r< | -HM|<zr<| 3| <zx<|0|<x
x| + 0 — 0 + 0] —

z €] —o00;—5,78 U |—-3;0[ f’(z)>0 linksgekriimmt

x€]—5,78-3 U ]0;00] f’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

P () — (1'.’1f2—5-:1:—27)

Ableitung von f(x)

. - - L - - - .
v [J@ ] 7@ /(@) v | flx) /() /(@)
-7 | 25 0,121 0,0212 0 —o0o | —2,94-10% 00
—63 | 25- 0,131 0,0189 3 | —162 36 —144
-6 | 27 0,139 0,00926 1 —73 8,94 —18
53 | 28 0,138 —0,0198 17| -4 3,95 —5,31
-5 | 2% 0,11 —0,106 2 | =35 2,21 —2,23
—45 | 24 | -5,38-107° | —0,395 | [25 [ —2% 1,41 —1,14
—4 | 27 —0,438 —1,72 3 —-12 0,972 —0, 657
-3z | 17 —3,27 —15,6 33| -1 0,711 —0,413
-3 | - 3,27-103 00 4] 13 0,542 —0,275
—25 | 63 —2.56 17,2 47| - 0,427 —0,193
-2 | 63 1,25 4,25 5 -2 0,344 —0,14
-1 [ 7% 3,56 5,93 57 | 0,519 | 0,284 —0,105
-1 | 105 8,75 18,3 6 = 0,238 —0, 0806
-7 [ 19% 35,9 144 63 | —0,279 0,202 —0,0632
0 | —oo| —2,94-10% 00 7 s 0,174 —0,0505
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

Aufgabe (12)
eFunktion/Faktorisieren
422 + 122+ 5
Zaehler faktorisieren:
422+ 122 +5=0
422 +122+5=0
- _ —12+£V122-4-4-5
1/2 = 5.4
—12 + /64
T2 = "¢
—1248
Ty/2 = s
—-12+8 —-12-8
T =— Lo = ———
! 8 2 8
__1 _ ol
xr1 = 21 To = B
T = 725; 1-fache Nullstelle
1
T2 =355 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
—22° +1=0
~2224+1=0 /-1
—22=—-1  /:(-2)
P
—2
1
T = j:\/;
x1 = 0,707 xq = —0,707
z3 = —0,707; 1-fache Nullstelle
x4 = 0,707; 1-fache Nullstelle
Faktorisierter Term:
F o) = Az +23)(z+3)
~ —2(x+0,707)(z — 0,707)
e Definitionsbereich: D =R\ {-0,707;0,707}
—2z% — 6z — 23
f (x) = 1'2 _ %
Polynomdivision :
(=22 -6z —2% ):(a®—3)=-2
—(—22? +1)
—6x  —31
—62 — 33
_ 2
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) (4 —6)- (22 — 1) — (—22% — 62— 21) - 22
€Tr) =
(7= 1
(—4a® — 627 + 22 + 3) — (—4a® — 1227 — 52)
- (2 - 12
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

_ 6% + Tz +3
T P
622 + 7o + 3
(@ = 3P
C (12247) - (2* —2? + §) — (62 + Tz + 3) - (42® — 2x)
(x4 — 22 + i)z
(1225 + 72t — 1223 — T2 + 30+ 13) — (2425 + 282 — 142? — 6x)
(24 — 22 + %)2
—122° — 212* — 1223 4+ 722 + 9z + 13
(x4 — 22 + i)Q
—122° — 212* — 1223 4 722 + 9z + 13
- (z* — 22 + i)Q
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—2;52—693—21:0
2

1
T5 = —25; 1-fache Nullstelle

T = —%; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:

v <[-25]<z<]|-0707[<z<[-3[<z<[0,707[<uz

flz) | — 0 + 0 — 0 + 0 _

1 1
x €] — 25; —0,7070 U |- Q;O’ 707[  f(x) >0 oberhalb der x-Achse

1

— 0i —92=
x €] — 00; 2[

1
U ]-0,707; —5[ U 1]0,707;00[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

12 5
$2(4+7+72) )
lim T = =2
T—+too
$2(—2+ﬁ)

Horizontale Asymptote: y = —2
im —2(z+23)(z + 3)
a——0,707+ (x 4+ 0,707)(x — 0, 707)
by 2w+ 25)(@+3)
x——0,707— (x4 0,707)(x — 0,707)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —0, 707

R T e
2—0,707+ (x + 0,707)(x — 0,707)

i —2(z +23)(@ +3)
e—0.107- (z 4+ 0,707)(z — 0, 707)
Vertikale Asymptote (Polstelle): x = 0, 707

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
622 + Tz + 3
!
=———=0
f (l’) $4 _ fE2 + i
62° + 7Tx +3 =0
—7T+V7?—-4-6-3
2-6

Ti/2 =
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

—7+v-23
Ty1/2 = 12
Diskriminante negativ keine Losung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

622+ 7z +3
!

r=——7--
f() $4—$2+%
Zaehler = 0

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
x7 = —0,707; 1-fache Nullstelle
rg = 0,707; 1-fache Nullstelle

r< | —0,707 | <x < | 0,707 | <z
)| - 0 + 0 +

x €] —0,707;0,707 U ]0,707;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €] —00;—0,707[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
_—122° — 212t — 122% 4 72% + 92 4+ 15

1!
T
/@) a8 — 220 + 152t — La2 + &
Zaehler =0
NumerischeSuche :

rg = —0,707; 1-fache Nullstelle
210 = —0,263; 1-fache Nullstelle
r11 =0,707; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
r12 = —0,707; 1-fache Nullstelle
r13 =0,707; 1-fache Nullstelle

r<|—=0,707 | <z < | 0,707 | <x < | —=0,263 | <z < | 0,707 | <x < | 0,707 | < x
(z) | + 0 + 0 — 0 + 0 + 0 —
x €] —o0; —0,707] U ]-0,707;—0,707] U ]-0,263;0,707[ U ]0,707;0,707[ f"(x) >0

linksgekriimmt

x €] —0,707;-0,263] U ]0,707;00[ f”(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

roN (422 412-245)
(@) = =

Ableitung von f(x)

492 4
—4 4
_6 £

. . - - R g - - -
T flz) | f(@) | f'(2) e | Jl@) | f'@) | =)
—7 [ 122 [0,105 [ 0,0281 0 5 12 28
—6% | —1,15] 0,121 | 0,0347 3 24 129 [ 1,24-10°
—6 | 15 [ 0,14 ]0,0434 1| —21 | 64,2 —438
—55 | —1-5 [ 0,165 | 0,0553 15| —92 | 8,82 —22.1
-5 | -3 [0,197]0,0722 2 [ 62 |33 [ —512
—43 [ % 10,238 [0,0968 25 | =53 | 1,75 | -1,93
—4 [ —% 10,296 ] 0,134 3 —45 | 17 | 0,929
—33 | -2 10,377[ 0,195 33 | —44 0,732 —0,517
-3 | —2 [0,498] 0,302 4 [ =327 [0,529] —0,317
—21 0 0,696 | 0,514 47 =32 ] 0,4 —0, 208
-2 3 1,06 | 1,04 5 | =35 0,313 —0,144
-1 | 1z [ 1,9 | 3,13 55 | —3+5 0,252 | —0,104
-1 3 8,02 | 44,1 6 [ —3= 10,207 —0,0773
-2 0 16,1 | —113 65 | 3,020,173 | —0,0591
0 5 12 28 7 | —231 [0,147 [ —0,0462
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

Aufgabe (13)

eFunktion/Faktorisieren
5z — 2z + 1
J @) = 224+ 2z+1

Zaehler faktorisieren:

502 —2x+1=0

5202 -2 +1=0

+2+4/(-2°—-4-5-1
2-5

+2++/-16

Diskriminante negativ keine Losung

Ty =

Ty/2 =

Nenner faktorisieren:
22 4224+1=0

1224+ 2x+1=0

—24+v22-4-1-1
Ty/2 = 9.1

—24+40
Tijg = —

—2+0
Ty/2 =

—-240 —2-0
xry = T = B
131:—1 x2:—1

r1 = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
i

¢ Definitionsbereich: D=R\{-1}
522 — 22 + 1
J (@)= x2+2x+1
Polynomdivision :
(52> 22 +1 ):(2®+22+1)=5
—(5z% 410z +5)
—122z —4
—12z -4
f@) =5+ x?2+2x+1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = (10x —2) - (22 + 22+ 1) — (522 — 2z + 1) - (22 + 2)
(x2 42z +1)?
(1023 + 1822 + 62 — 2) — (1023 + 622 — 2z + 2)
(22 4 2z + 1)?

_ 122° +8x —4
(22 422+ 1)2
_ 1222 + 8z — 4

(22 422+ 1)2
_ 12(z 4+ 1)(z — 3)
(x +1)*
_12(z—3)
(x +1)3
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

1204
343224+ 3x+1

12 (@® + 322 + 3z +1) — (120 —4) - (32 + 6z + 3)

[ (x)

(3 + 322 + 3z +1)?
(1223 + 3622 + 36z + 12) — (362 + 6022 + 127 — 12)

(23 + 322 + 32 + 1)?
=242 — 2407 + 240+ 24
(23 + 3224+ 37+ 1)2
| 24g® 2407 4 242 4 24
(23 4322+ 32 4 1)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
502 —2x+1=0

e Vorzeichentabelle:
r<|-1|<ux

flx)| + 0 +

x€]—oo;—1] U ]—1;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

2 1
PE-+ ) 5
lim — @27 2 g
T—Foo 2 1 1

$2(1 + -+ 72)
x T
Horizontale Asymptote: y =5
5(x% — %x + %) B

y
eoo1e (24 1)
5(x% — 2z + 1)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

120 — 4
A
P— :0
F(@) 3+ 322 +3zx+1
120 -4=0 /+4
120 =4 /12

xr =

€r =

=]

To = 5; 1-fache Nullstelle

1 1 1,1
ety : S(Z/Z
f (3) 516 >O:>Tlefpunkt.(3/2)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

12z — 4

23+ 322 +3zx+1
Zaehler =0

T3 = %; 1-fache Nullstelle

f(@) =

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

x4 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|-1|<z< % <z
)| + | 0 — 0| +
1
xr €] —o0;—1[ U ]g, oo f'(z) >0 streng monoton steigend

1
rel—1; g[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
—24x3 — 242% + 24z + 24

" _
P () = 5625 1 1508 1 2005 + 1522 1 62 1 1
Zaehler =0

—242% — 2422 + 242+ 24 =0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(—242® —24x? +24x 424 ) :(xz—1) = —24x® — 48z — 24
—(—242®  4242?)
—482” +24z +24
—(—48z%  +48z)

—24z 24
—(—24z  +24)
0

—242% — 481 —24 =0
484 \/(—48)° — 4- (~24) - (—24)

/2= 2. (—24)
+48 +/0
S ST I
48 40
12 = TR
Lo_Br0 480
P RRT
$1=—1 332:—1

rs = —1; 2-fache Nullstelle
xg = 1; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
x7 = —1; 2-fache Nullstelle

r< |-l <z<|l|<=z
ffl@) | + | 0 + 0] -

r€l—oo;—1 U |—1;1] f"(z) >0 linksgekriimmt

z €]l;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

g — (1‘$2+2'I+1)

Ableitung von f(x)

—92
—4 +
_6 H
. . . - . L - - -
r | f() f'(x) f"(x) z | flx) | f'(z) | (=)
-7 73 0,407 ] 0,148 0 1 | —4,01 24
—63 | Tor 0,493 | 0,197 3 > 10,592 2,37
—6 | T 0,608 | 0,269 1 1 1 0,000153
53 | 8% 0,768 0,38 13 [ 122 10,896 | —0,307
-5 | 8% 1 0,563 2 [ 15 0,741 | —0,296
1 4 1 1T
-4 ] 945 1,35 0,88 25 | 245 10,606 [ —0,24
-4 | 93 1,93 1,48 3] 2% 0,5 —0,188
1 59
—31 | 11Z 2,94 2,76 37 | 227 10,417 | 0,146
-3 | 13 5 6 4 [252 10,352 [ 0,115
—25 | 163 10,1 16,6 | [4% | 375r [ 0,301 | —0,0918
-2 2 28 72 535 10,259 [ —=
—12 ] 61 176 962 52 13,341 0,226 | —0,0605
-1 [ oo | —39183% | —o0 6 [ 322 10,198 [ —0,05
-3 | 13 —80,3 577 63 | 3,54 ] 0,175 [ —0,0417
0 1 —4,01 24 713 & |-0,0352
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad Losungen

Aufgabe (14)

eFunktion/Faktorisieren
5z — 2z + 1
J @) = 224+ 2z+1

Zaehler faktorisieren:

502 —2x+1=0

5202 -2 +1=0

+2+4/(-2°—-4-5-1
2-5

+2++/-16

Diskriminante negativ keine Losung

Ty =

Ty/2 =

Nenner faktorisieren:
22 4224+1=0

1224+ 2x+1=0

—24+v22-4-1-1
Ty/2 = 9.1

—24+40
Tijg = —

—2+0
Ty/2 =

—-240 —2-0
xry = T = B
131:—1 x2:—1

r1 = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
i

¢ Definitionsbereich: D=R\{-1}
522 — 22 + 1
J (@)= x2+2x+1
Polynomdivision :
(52> 22 +1 ):(2®+22+1)=5
—(5z% 410z +5)
—122z —4
—12z -4
f@) =5+ x?2+2x+1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = (10x —2) - (22 + 22+ 1) — (522 — 2z + 1) - (22 + 2)
(x2 42z +1)?
(1023 + 1822 + 62 — 2) — (1023 + 622 — 2z + 2)
(22 4 2z + 1)?

_ 122° +8x —4
(22 422+ 1)2
_ 1222 + 8z — 4

(22 422+ 1)2
_ 12(z 4+ 1)(z — 3)
(x +1)*
_12(z—3)
(x +1)3
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Gebrochen rationale Funktion Z&hlergrad = Nennergrad

Losungen

1204
343224+ 3x+1

12 (@® + 322 + 3z +1) — (120 —4) - (32 + 6z + 3)

[ (x)

(3 + 322 + 3z +1)?
(1223 + 3622 + 36z + 12) — (362 + 6022 + 127 — 12)

(23 + 322 + 32 + 1)?
=242 — 2407 + 240+ 24
(23 + 3224+ 37+ 1)2
| 24g® 2407 4 242 4 24
(23 4322+ 32 4 1)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
502 —2x+1=0

e Vorzeichentabelle:
r<|-1|<ux

flx)| + 0 +

x€]—oo;—1] U ]—1;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

2 1
PE-+ ) 5
lim — @27 2 g
T—Foo 2 1 1

$2(1 + -+ 72)
x T
Horizontale Asymptote: y =5
5(x% — %x + %) B

y
eoo1e (24 1)
5(x% — 2z + 1)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —1

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

120 — 4
A
P— :0
F(@) 3+ 322 +3zx+1
120 -4=0 /+4
120 =4 /12

xr =

€r =

=]

To = 5; 1-fache Nullstelle

1 1 1,1
ety : S(Z/Z
f (3) 516 >O:>Tlefpunkt.(3/2)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

12z — 4

23+ 322 +3zx+1
Zaehler =0

T3 = %; 1-fache Nullstelle

f(@) =

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
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x4 = —1; 2-fache Nullstelle

r<|-1|<z< % <z
)| + | 0 — 0| +
1
xr €] —o0;—1[ U ]g, oo f'(z) >0 streng monoton steigend

1
rel—1; g[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
—24x3 — 242% + 24z + 24

" _
P () = 5625 1 1508 1 2005 + 1522 1 62 1 1
Zaehler =0

—242% — 2422 + 242+ 24 =0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(—242® —24x? +24x 424 ) :(xz—1) = —24x® — 48z — 24
—(—242®  4242?)
—482” +24z +24
—(—48z%  +48z)

—24z 24
—(—24z  +24)
0

—242% — 481 —24 =0
484 \/(—48)° — 4- (~24) - (—24)

/2= 2. (—24)
+48 +/0
S ST I
48 40
12 = TR
Lo_Br0 480
P RRT
$1=—1 332:—1

rs = —1; 2-fache Nullstelle
xg = 1; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
x7 = —1; 2-fache Nullstelle

r< |-l <z<|l|<=z
ffl@) | + | 0 + 0] -

r€l—oo;—1 U |—1;1] f"(z) >0 linksgekriimmt

z €]l;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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g — (1‘$2+2'I+1)

Ableitung von f(x)

—92
—4 +
_6 H
. . . - . L - - -
r | f() f'(x) f"(x) z | flx) | f'(z) | (=)
-7 73 0,407 ] 0,148 0 1 | —4,01 24
—63 | Tor 0,493 | 0,197 3 > 10,592 2,37
—6 | T 0,608 | 0,269 1 1 1 0,000153
53 | 8% 0,768 0,38 13 [ 122 10,896 | —0,307
-5 | 8% 1 0,563 2 [ 15 0,741 | —0,296
1 4 1 1T
-4 ] 945 1,35 0,88 25 | 245 10,606 [ —0,24
-4 | 93 1,93 1,48 3] 2% 0,5 —0,188
1 59
—31 | 11Z 2,94 2,76 37 | 227 10,417 | 0,146
-3 | 13 5 6 4 [252 10,352 [ 0,115
—25 | 163 10,1 16,6 | [4% | 375r [ 0,301 | —0,0918
-2 2 28 72 535 10,259 [ —=
—12 ] 61 176 962 52 13,341 0,226 | —0,0605
-1 [ oo | —39183% | —o0 6 [ 322 10,198 [ —0,05
-3 | 13 —80,3 577 63 | 3,54 ] 0,175 [ —0,0417
0 1 —4,01 24 713 & |-0,0352
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Losungen

Aufgabe (15)
eFunktion/Faktorisieren
2%+ 322 —4
f(z)= 2
Zaehler faktorisieren:
2 +327 —4=0
2 +322 —4=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z3 4322 —4 Yi(z—1)=2+4x 44
—(1‘3 —1‘2)
42° —4
— (4  —4x)
4x —4
—(4z  —4)
0
la® +4z+4=0
—4++42-4.1-4
o
1/2 2.1
—4+0
Ty/2 = 9
—4+0
Ti/2 =
—440 —4-0
xr1 = To =
2
xr1 = —2 o = -2
r1 = —2; 2-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
22 =0
?=0=>12=0
x3 = 0; 2-fache Nullstelle
Faktorisi(erter )I;e(rm: )
r+2)(x—1
f(z)= -2
e Definitionsbereich: D =R\ {0}
2%+ 322 —4
flz)= 2
Polynomdivision :
(z3 +322 —4 ):(z)=z+3
—(z%)
322 —4
—(32%)
—4
—4
fle)=z+3+ o)
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(322 + 6x) - 2% — (23 + 322 —4) - 22
f(x) = 3
( (22)
_ (3a* 4 62®) — (22 + 62° — 8x)
B (x2)?
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Losungen

zt + 8z
(22)?
zt + 8z
(22)?
(22 =2z +4)(z + 2)x
24
(22 =22+ 4)(z +2)
23
3 +38
3
" 3z2 - 23 — (23 4+ 8) - 322
f (CL‘) - (1’3)2
3x° — (3a® + 242?)
B (%)
—24z2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2®+322 —4=0

ry = —2; 2-fache Nullstelle

x5 = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <r<|0|l<z<|l|<2x

fl@)y| — |0 — 0 — 0| +
x €]l;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x€l—o0;—2[ U ]—=200 U ]0;1] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

3 4
B T I
3 4
B+2 - )
im — & % _ g
T——00 xQ(l)

Schiefe Asymptote:y = x + 3
(r+2)%(x — 1)

lim T
z—0t 1‘2

2 -1
i @2
z—0~ X

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
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Losungen

z% 48
Fwy =2 =0
2 +8=0
12° +8 = /-8
lb=-8 /:1
-8
3
T
r=+v-8
T =2
Polynomdivision:(—2)
(x3 +8 ):(x+2):x2—2x+4
—(z® 4227
—2z7 +8
—(—22% —4x)
4z +8
—(4z  +8)

0
lz? — 22 +4=0
+244/(-2)°—4-1-4

2-1
+2+ /12

Diskriminante negativ keine Lésung
rg = —2; 1-fache Nullstelle
1
"_9y— 1=

f"(=2) < 0 = Hochpunkt:(—2/0)

Ty/2 =

T1/2 =

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

23+ 8
f! (z) = T3
Zaehler = 0

r7 = —2; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xzg = 0; 2-fache Nullstelle

r<| 2| << |0|<x
fl(z) | + 0 — 0| +

r€]—o00;—2[ U ]0;00] f'(z)>0 streng monoton steigend

z €] —2;0[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

—24
1@ =
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg = 0; 2-fache Nullstelle

r<|0|<x
f'@) | — 10 —

z €] —00;0[ U ]0;00 f"’(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

N (L4322 —4)
f(L) - (1-x2)

Ableitung von f(x)

. . - - - J e - - - .
T f(z) f'(z) f"(z) z | flx) | f'x) | f'(z)
-7 | —45 0,977 —0,01 0 | —o0 1 00
—63 | —3,59 0,971 —0,0134 ;| -125 ] 652 [ —385
-6 | —33 3 -0 1] 0 9 —24
52 | —2,63 0,952 -0, 0262 15 272 [337] —4,74
-5 | 24 0,936 —0,0384 2 4 2 -1,5
43 | -1,7 0,912 [ —0,0585| |25 | 422 [ 1,51 | —0,614
—4 | 1% 0,875 —0,0938 3 [ 52 1,3 | —0,296
-3z -5 0,813 —0,16 33| 652 | 1,19 —0,16
-3 | -3 0,704 —0,296 41 63 [1,13 [—0,0938
27| —-&% 0,488 —0,614 431 7,3 [ 1,09 | —0,0585
-2 0 —0,000153 | —1,5 5 | 72 11,06 | —0,0384
-13 [ - & —1,37 —4,74 53 | 8,37 | 1,05 | —0,0262
-1 [ -2 -7 —24 6 [ 8% | 15 —
-2 | —-13% —63,2 —385 65 | 9,41 | 1,03 | —0,0134
0 —00 1 00 7195 [ 1,02] —0,01
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
—3 4+ 322 — 4
r = -
/(@) —222 -3z —41
Zaehler faktorisieren:
— 234322 -4=0

— 234322 -4=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(—x%  +327 -4 Vi(z+1l)=—-2"+4r -4
—(—a®  —a?)
42° —4
—(42®  +4x)
—4x —4
—(—4z —4)
0

— 2244 —-4=0
Ak 24 (1) (—4)
2-(=1)

Ti/2 =

—-4++0
np= T

—440
Ty/2 = )
—4+0 oy — —4-0

-2 SR
xr1 =2 To =2
x1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 2-fache Nullstelle

xr1 =

Nenner faktorisieren:

xr1 = -3 To = -3
xg = —3; 2-fache Nullstelle

Faktorisieliter Tejr(m: )2

—(z+1)(x—2

f (x) = 1 2

o Definitionsbereich: D=R\{-3}
223 — 622 +8

f@)=—7F7"F""+

22 +6x+9
Polynomdivision :

(16)
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Losungen

(223 —622 +8  ):(z*4+6x+9)=2x—18
—(22® 41222 +18z)
—18z7  —18x  +8
—(—182z% —108z —162)
90z  +170
90z + 170

=27 — 184
@) x +9&2—&—6ac—|—9

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) = (622 —12x) - (22 + 62 +9) — (223 — 622 + 8) - (27 + 6)
(22 4 6x +9)2
(6z* + 242% — 1822 — 108z) — (42* — 3622 + 162 + 48)
(22 + 62 +9)?

2zt + 242® + 1827 — 124z — 48

(22 + 62+ 9)2
2z + 242® + 1827 — 124z — 48

(22 + 62+ 9)2
2(z +10,6)(z + 3)(x + 0,377)(z — 2)

(z +3)*
2(z +10,6)(z +0,377)(z — 2)
(x+3)3
22°% + 1822 — 362 — 16
3 + 922 + 27x + 27

f(x) =

(622 + 362 — 36) - (2 + 922 + 27z + 27) — (223 + 1822 — 36z — 16) - (322 + 18z + 27)

(23 + 922 4 27x + 27)2

(62° + 90z* + 45023 + 81022 — 972) — (62° + 90x* + 27023 — 21022 — 1,26 - 10°z — 432)

(23 + 922 + 27x + 27)2
 180a% 41,02 - 10%°22 + 1,26 - 103z — 540
B (23 + 922 + 272 4 27)2
18023 +1,02- 1022 + 1,26 - 10%2 — 540
B (23 + 922 + 272 + 27)?

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

20° — 62° +8 =0

x4 = —1; 1-fache Nullstelle

x5 = 2; 2-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 3| <z<|-l|<z<|2|<2x

fl)y| — | 0 — 0 + 0| +
z€]—1;2] U ]2;00[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

x€l—o0; =3[ U ]—=3;—1] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

-1+ - — =)
lim g Z? =00
T—00 1 5
S
(=14 = - 3)
lim g il =00
T——00 =
1 2
Pem o)
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Losungen

Schiefe Asymptote:y = 2x — 18

lim
r——31
lim

T——3"

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =

(x + 3)2

(x + 3)2

2 +1)(z—2)*

2(z +1)(z — 2)? _

—00

-3

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
+ 1822 — 362 — 16
@3 + 922 + 272 + 27

223 + 1822 — 362 — 16 =0

f'z) =

23

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:2

(22® 182 36z —~16 Y:(x—2) =222 422z +8
—(22% —4a2?)
2227 —36x —16
—(222% —44x)
8z —16
—(8x —16)
—7,11-10° 7
2% 4+ 220 +8=0
—224++/222 -4.2-8
Ty/2 = 2.9
—22 + /420
S T
—22420,5
Ty = ——F
—22 + 20 5 —22-20,5
r=—" Tog=———
T = —0,377 zo = —10,6
zg = —10,6; 1-fache Nullstelle
xz7 = —0,377; 1-fache Nullstelle
rg = 2; 1-fache Nullstelle

F7(=10,6) = 0,515 > 0 = Tiefpunkt:(—10,6/ — 52, 8)

1

J7(=0,377) =
1" (=0,377) < 0 = Hochpunkt:(—0,377/1,02)
f(

—2,67

"(2) = 0,388 > 0 = Tiefpunkt:(2/0)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, 223 + 1822 — 362 — 16
f (.1‘) = 3 2
3 + 9= + 27z + 27
Zaehler = 0
rg = —10,6; 1-fache Nullstelle
10 = —0,377; 1-fache Nullstelle
r11 = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

r12 = —3; 2-fache Nullstelle
r<|—-10,6 | <z< |3 |<zx<|-0,37T7T | <zx<|2]|<x
f(x) | + 0 - 0 + 0 - 0] +
€] —o0;—10,6[ U ]—3;-0,377] U ]2;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend
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r€]—10,6;-3[ U |—0,377;2] f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
18023 + 1,02 - 10322 + 1,26 - 1032 — 540

7 o
Fiz) = 20 + 182% + 1352 + 54023 + 1,22 - 10322 + 1,46 - 103z + 729
Zaehler =0

18022 +1,02-10%2% + 1,26 - 1032 — 540 = 0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 3

(1802  41,02-10%2% 41,26 10%z —540 ): (z+3) = 1802 + 480z — 180
— (18023 +54022)
480z +1,26 - 10°z —540
— (480> +1,44 - 10%z)
—180z —540
—(—180z —540)
2,27-10° 1

18022 + 480z — 180 =0
—480 + /4802 — 4 - 180 - (—180)

Ty/2 =

2.180
— 480 + /3,6 - 10

T1/2= 360
— 480 +600

12 = 735

L 480600 480 — 600

1™ 7360 27 7360
xr1 = = To = *3

213 = —3; 2-fache Nullstelle
1
114 = g; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen
x15 = —3; 2-fache Nullstelle

r<[-3]<az<[i]|<u=
ffle) | + 10 - 0] +

r€]—o00;—3[ U Jz;00[ f’(z) >0 linksgekriimmt

I3

1
z€l—3; g[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

f(z) = w

—L-22-3.2—41)

Ableitung von f(x)

T f(x) f'(z) f"(z) r | f(z) f'(z) f"(z)
-7 | —602 —6,75 —5,16 0 : —0,592 | —0,741
—65 | —6433 —10 —8,2 z s —0, 682 0,2
-6 | —Tlg —15,4 —14,1 1 i —0,5 0,469
—52 | —81 —25,2 —2605 1L & —0,25 0,512
-5 | —98 —45,5 —60 2 0 | —4,9-10%] 0,48
—45 | 1315 | 97,3 —172 2; | =5 0,426
—4 | —216 —288 —780 3] = 0,426 =
—33 | —605 [ —1,96-10% | —1,11-10" 33 10,479 0,598 0,319
-3 00 29387957 —00 4 L 0,746 0,275
—27 | —243 | 1,25-10° [ —8,18-10° 47| 12 0,874 0,237
-2 | =32 112 —420 5 | 14 0,984 0,205
-13 [ 53 21,3 —65,2 57 | 2,2 1,08 0,178
-1 0 4,5 —15 6 | 2% 1,16 0,155
—3 1 0,401 —3,84 63 | 3,37 1,24 0,136

0 g —0,592 —0,741 7 4 1,3 =
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4 Gebrochen rationale Funktion Zihlergrad > Nennergrad

4.1 Aufgaben

z? + 3z 223 4+ 1
SRS 12 10 =S5
z°+x—6 e
2 S 1 = T
@ 1= 09 16 = m
-1 — —4
(3) f)="" (14) fla)="0 0
207 — 8 zt — 522 +4
4 = 1 A
SRR = 09 16 = s
5 - 1 =
O S0 w0 fe=E
x® — 10z x — 22 4+ 3z +
6 x) = 17 = —
= @ f@=Ea
s —1za® + 22+ T+ dz” —
(1) @)= (18) f) ="
23+ 2% — 4w — 4 —z3 +32? — 4
= 19 =
(8) f(x) E (19) f (=) T17 83y 41
z° 452" —x -5 323 — 1022 + Tz — 12
9) f(zx)= 9 —
9) f(=) 339“313“ (20) f(x) e
x® — 2 — 3z - -
(10) f(z) = — @21) f(a)=" 6i_+211”3 0
z3 — 8z +2 3 — 222 — 5z +6
11 = — —
(11)  f(2) P (22) f(z) = —
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Losungen

4.2 Losungen
Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2% + 3z
fa) =5
Zaehler faktorisieren:
22+ 3x=0
2(x+3)=0=2z=0 V z+3=0
z+3=0 /—3
r=-3
r1 = —3; 1-fache Nullstelle
r9 = 0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
20 —1=0

2r =1 /2
1
==
2
1
Tr= -
2
1

T3 = 5 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

(x+3)x
flo)=——
2(x - 3)
1
o Definitionsbereich: D=R\ {2}
le2 4 1le
f(z)= : 12
P
Polynomdivision :
(32 +liz Yi(z—3)=3z+132
B 2
o
—(3z —3)
7
8
1 3 z

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = (z+1%) (2 —-3) - G224+ 1)1

2 3 1 2(93_1%)2

:(x +x—3)—(32°+152)
(%‘%)2

_pded

r—3)?
e -dan
GRS
iy B et b - (a e (o)

(@2 ==+ 12
(a3 — 1322+ 32— 1) — (2 — 1322 —x + 3)
(22 —z 4 1)?
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Losungen

1%30—%
T @ e+ P
13,12

4 8

@ —o+ 17
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
§x2+1§x::0
xqy = —3; 1-fache Nullstelle
x5 = 0; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | 3| <z<|0|<z< <z

T
F@ =0 + (0] — [0 +

1
x €] —-3;00 U ]5, oo[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0; =3[ U ]O;%[

f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

22(1+5)
lim T — 0
T—r00 ]-
9_ =
r2- )
2?2(1+-)
lim f =00
Tr—r—00
9_ =
w2 - ) 3
Schiefe Asymptote:y = 5% + 11
. 3(z+3)
lim =——=— =00
z—3it (33 - 5)
iz +3)

lim 2200

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

1,.2 1 3
1,2 1, 3
") = 2 2 i _
1, 1 3
_ — ,:O
2 27 T 1
1 1\2 1 3
. _tat (=3)" —4-3-(-3)
1/2 2%
+1£,/13
$1/2=f
3+1,32
Tz =
1 1
41,32 11,32

1 1
xy =1,82 xo = —0,823
re = —0,823; 1-fache Nullstelle
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Losungen

x7 =1,82; 1-fache Nullstelle
2
7(~0,823) = —=

#(—0,823) < 0 = Hochpunkt:(—0, 823/0, 677)

(
"(1,82) = —%
(

"(1,82) < 0 = Hochpunkt:(1,82/3,32)

f
f

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

1,2 1, 3

/ _ 2 2 4
Zaehler =0
xg = —0,823; 1-fache Nullstelle

rg = 1,82; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

1
10 = 5 1-fache Nullstelle

r<|-083[<z<[i|<a<[L18][<uz
)| + 0 - 0 - 0 +
x €] —o00;—0,823[ U ]1,82;00

[ f'(x) >0 streng monoton steigend

1 1
x €] —0,823; 5[ u }5, 1,82 f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

3 7
7 (@) = -
ot — 208 + 1522 — Lo+ &

Zaehler =0
3 7 7
1%: - L =0 4
LA
1297 =1 12
s g

7
— 8
xil%
S
2

r1l = %; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

T2 = %; 1-fache Nullstelle

T < % <z
ff@) | = 0] -
1 1 , )
x €] — 00; 5[ U }5, oo f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad Losungen

s ‘. 8 —
. 1.2%243-x
fe) = Y535
Ableitung von f(x)
: : ' . 6 +
4 -+
2 —+
% 8
—2
2
—4
—6 H
- - - - 8 L - - -
z | flx) | f'(=z) f"(x) z | flx) | f'(z) | (=)
—7 | —132 | 0,484 | —0,00415 0 0 -3 —14
1 5 27 1 9
—6 | -1 | 0,479 | —0,00637 1 4 -3 14
—53 | -1 | 0,476 [ —0,0081 17| 32 [-0,375| 1,75
=5 [ -0 | oF [ —0,0105 2 | 33 | 0,111 [ 0,519
—45 | =36 | 0,465 | —0,014 27 | 3% [ 0,281 | 0,219
—4 | —3 & —0,0192 31321 0,3 [ 0,112
—33 | —35 | 0,445 | —0,0273 | [35 [ 34 | 0,403 | 0,0648
-3 [ 0 ] 0,429 [ —0,0408 4] 4 10,429 [ 0,0408
-2 [ o [ 0,403 | —0,0648 | |45 [ 455 [ 0,445 [ 0,0273
-2 | 2 0,36 | —0,112 5 | 43 s 0,0192
—15| 15 | 0,281 | —0,219 53 | 437 | 0,465 | 0,014
-1 | £ | 0111 | —0,519 6 |42 | 2 00,0105
-3 | 2 1035 -1,75 65 | 555 | 0,476 | 0,0081
0 0 -3 —14 7 | 5% [ 0,479 [0,00637
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
22 +x—6

Zaehler faktorisieren:

2 4+2-6=0

12242-6=0
—1+./12—4-1-(-6)

Ty/2 =

xry = 2 T = -3
x1 = —3; 1-fache Nullstelle
r9 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

5r—2=0

A /42
bx = /:5

xr3 = —; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erter:&;[&erm:m
x + xr —
fa)=—F"5—

5z — 2)
2
e Definitionsbereich: D=R\ {5}

1,21 1
Fri+ s —1z
_5 5 5
flx) = 5
=3
Polynomdivision :
(G +le b )i@-}=tets
—(32® —Za)
i _11

25 5
(7 —%55)
—_11L

125

25

1 7 —14
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2 1 2 1 1 1
f@y:%$+ﬂ~w—5*‘§ﬂ+5x—%%1
2,2 1 2 1(x2— 51)2 1
_ BTt gr— o) — (527 + 52— 15)

(0= 27

1,2 4 3
x 357 + 155

(x—3)

s
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Losungen

1,2 4 3
5T 357 + 155

R
2 4 4 4 1 4 3
iy BEmR) (et ) (et g 1h) (oo
@ Toy A

2.3 _ 12,2 24 2.3 _ 122 46 112

_ (£2° — 5227 4 520 — 0,0256) — (£2° — 522° + 27550 — 132)
E TR

222 +40,87
iy ey

—222+0,87

S (a2 -+ )2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1, 1

535 +-xz—-1-=0

xq = —3; 1-fache Nullstelle

x5 = 2; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 3| <<

fl)] = 10 +
2
€] —3; 5[ U ]2;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

<zr<|2|<«x
— 0| +

O tng

x €] —o0; =3[ U ]3;2[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

6
2

lim 5 =00
Tr—r 00
5_ —
G-y
?(14+z— =)
lim 237 =00

1 7
Schiefe A tote:y = — —
chiete Asymptote:y 5x+25
%($—|—3)(x—2)__

lim
x~>%+ (1'_ %)
) %(m+3)(x72)
lim 5 =00
e—=3" (z—3)

2
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = E

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

1,.2 4 3
Fla) = 32 sl

4 4
bR
2
S a1 =
57 T a5 T lgs

() 41 1d

_ 25 25
Ty/2 = 9. %
+55 + /0,87
L1/2 = 2
5
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Losungen

Diskriminante negativ keine Losung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

1.2 4 3
(F@):gx‘*%x+1%

2? — 57+ 5
Zaehler = 0

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen

T = %; 1-fache Nullstelle

r<[Z]<=
fll@)| + |0| +
2 2 ) .
x €] — o0; 5[ U }g, oo f'(x) >0 streng monoton steigend
o Kruemmung
) —22.4 40,87
ot 1:40— 1223 + 222 — 222 +0,0256
aehler =
22
—2551‘4-0,87:0 / — 0,87
22 22
Rl S o
57 = 08T/ ( 125>
0,87
= Ty
9125
2
T =
52
Ty = g; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen

Ty = %; 1-fache Nullstelle

s<][Z[<z<]|2]<=%
f'@) ] + J0] + O] -
2 22 . .
x €] — 00; 5[ u }g, 3[ f"(xz) >0 linksgekriimmt

2
x g]g; oo f"(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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8*»

g 1.2241.2—6
fla) = Epig®

Ableitung von f(x)

_6 £
. . - - - . - L - - -
T flz) | f'(x) | (=) z | flz) | f'(z) f"(x)
—7 - 0,22 | 0,00537 0 3 7,01 34,1
—6% | —0,862 | 0,223 | 0,00662 3 [ -103] 112 | —2,24.10°
—6 —3 10,227 | 0,0083 1] -13 [ 3,22 —10,1
—53 | —% [0,231] 0,0106 Iz —=% [ 1,1 —1,64
-5 —52 0,237 0,0138 2 0 |0,625] —0,531
—43 | =23 10,245] 0,0185 25 | 5 0,447 —0,235
—4 — 3L 10,0255 3 = 10,361] —0,124
-37 | —2% [0,272] 0,0367 331 2 [0,313] —0,073
-3 0 0,294 | 0,0554 4 & [0,284 —0,0466
—22 = 0,329 | 0,0892 43| L 10,265 —0,0316
-2 3 0,389 | 0,157 5 | 15 [0,251] —0,0224
-11 = 0,501 | 0,317 55 | 1z [0,242] —0,0164
-1 2 0,755 | 0,793 6 12 A —0,0124
-2 15 1,54 | 2,99 65 | 155 [0,229 | —0,00959
0 3 7,01 34,1 7 | 1z [0,225] —0,00757
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Losungen

eFunktion/Faktorisieren

2 -1
f(z)=
Zaehler faktorisieren:
z2—-1=0

22 -1=0 /+1
=1 /:1
o]

1
z==+V1
xr1 = 1 T = -1
r1 = —1; 1-fache Nullstelle
x9 = 1; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
=0

r=0=>x2=0

xg3 =0; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterla[&erm: 0
x + xr —
fla)=—"F"—

T

¢ Definitionsbereich: D =R\ {0}
4 —1

Polynomdivision :
(x? -1 ):(z)==

1
f(x):l"‘*‘?

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
s 2xem— (22 —1)-1
22— (2?2 - 1)
B (z)?

2?2 +1

" 2222 — (22 +1)- 22
I (@) = e

_22% — (22° 4 2x)
- (22)?

Aufgabe
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Losungen

—2
T s
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
2> —1=0
xq = —1; 1-fache Nullstelle
rs = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|<z<|0|l<z<|l|<x

F@ | = [0 ] + [o] = [o0] +
x€]—1;00 U ]l;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —oo;—1[ U ]0;1[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

1
$2(1 - 7)
: T
lim ——— =
T—00 gj(l)
1
2?(1 - —)
lim - x =00

v (1)

Schiefe Asymptote:y = x

lim (x4+1)(z—-1) _
z—0t x
lim —(x +)-1) =0
r—0— i

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
, _ 22+ 1 _
f (:17) - 2 =0
w?+1=0 /-1
lz?=-1  /:1
-1
2 _ 1
T

keine Losung

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

2 +1
f! (z) = T2
Zaehler = 0

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
re = 0; 1-fache Nullstelle

r<|0| <z
flle) | + (0] +

r €] —00;0[ U ]0;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

o Kruemmung
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-2
I (z) = 3
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
x7 =0; 1-fache Nullstelle

r<|0| <z
ff@) | + 0] -

z €] —00;0[ f"(z) >0 linksgekriimmt

z €]0;00[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle

_ (12?1
f(T) = o

8,k

Ableitung von f(x)
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v [J@ [ @ [ @ | [« [J&] J@ [ '@
-7 | -6 155 [0,00583 0 [ —oo | —32641 00
1 9 1 1
—51 —5E 1£ 018812 137 2 1,44 —0, 593
—52 —4242 1121 z 22 16l 1725 ,0’ 25
—41 43 12 0 622519 21 Qi 17 16 —0 7128
2 18 81 ) 2 10 2 )
—4 | -32 1,06 = 3] 22 1,11 —0,0741
37 [ -3 1,08 0,0466 33 | 35 1,08 —0, 0466
-3 [ —22 ] 1,11 [ 0,074l 4 | 32 1,06 -
—21 —2@ 1,16 0,128 45 41% 18#;1 —0,02219
— 12l 715 i ii 00 ’52953 551 54 e 11E 0,01
—12 o6 ’2 ’2 62 52§2 11i1 ——
6 36 108
-z [ 11 5 16 63 | 65¢ 1,02 | —0,00728
0 —oo | —32641 00 7 [ 62 155 —0,00583
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
222 — 8

Zaehler faktorisieren:

22° —8=0

20° —8=0  /+8
207 =8  /:2

8
2—7
T
r=+V4
xr1 =2 To = —2

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
20 —3=0

20 -3=0 /43

2z =3 /2
3
T ==
21
=1
21
T3 = 15; 1-fache Nullstelle

Faktorisi2e(rter %’)e(rm: 2)
x + xr —
f@)=—F"7—"

2(x — 13)
1
e Definitionsbereich: D=R\ {12}
2?2 —4
f(z) = E
Polynomdivision :
(x2 —4 ):(x—l%):x—l—l%
—(z* —132)
132 —4
—(13z —21)
_1%
1 _13
= 1= 4
fl@) =2+ 2+x—1%

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
C2w-(z—13) — (2 —4)-1

/ 2
e Eay
(22 —3z) — (2 — 4)
BCEE
_ z? — 3z + 4
_a? -3z 44
fn@%:@x—m-w%4m+2@—4%—3x+®~@x—m

(z2 — 3z +27)?
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Losungen

(20% — 922 + 1342 — 63) — (22° — 92% 4+ 172 — 12)
(22 — 3z + 2%)2

33w+ 5%

(22 -3z +21)2

_ —3ix+55

(a2 — 3z +21)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2> —4=0

ry = —2; 1-fache Nullstelle

x5 = 2; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<]2[<z<]lz[<z<[2][<=

f@ | — 0| + 0] — [0 +

x€]—2;1=[ U ]2;00] f(x)>0 oberhalb der x-Achse

1

x €] —o0;—2[ U ]15,

;2] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

8
lim I~ — 0
T8
lim I~ — 0
N 1
Schiefe Asymptote:y = = + 15
2)(x — 2
lim —(x—i— )(wl ) = -0
x%l%Jr (-'L'_ 15)
2 —2
lim —(x+ )(xl ):oo
$—>1%_ (I* 15)

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 15

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
2
, ¢ =3z +4
= = O
J@) 22 — 3z +27
122 -3z +4=0
+3+£4/(=3)°—4-1-4

2-1

T1/2 =

Diskriminante negativ keine Losung

o Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

2
, ozt —3x+4
f ($)7x2—3x+2%
Zaehler =0
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Losungen

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

1
T = 15; 1-fache Nullstelle

T < 1% <z
flle)| + | 0| +
1 1
x €] — o0; 15[ u ]15;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend
o Kruemmung
f// (CL‘) _ 7351' + 5%
ot — 62 + 13322 — 132 + 54
Zaehler =0
1 1
—51
A
_135
=1
21
T7 = 15; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

Ty = 1%; 1-fache Nullstelle

r < 1% <x

ffle) | + ] 0] -
1
x €] — o0; 15[ f"(z) >0 linksgekriimmt
1
x E]li;oo[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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OEE =

Ableitung von f(x)

—6 +
] T " T e TN
z | flx) | ['(z) | ["(x) e | flo) | f=z) | (@)
—7 | =5+ | 1,02 [ 0,0057 0] 22 1,78 1,04
—6% | —42> [ 1,03 | 0,00684 : 133 [ 2,75 3,5
—6 | =45 | 1,03 [ 0,0083 1] 6 8,01 28
1 3 1 1 1 2
-5 | =33 [ 1,04 [ 0,0127 2 [ 0 8,01 —28
—45 [ =257 [ 1,05 | 0,0162 25 22 | 2,75 -3,5
—4 | =22 [ 1 | 0,021 3 | 3% 1,78 —1,04
1 13 7 1 1
—33 | =155 [ 115 | 0,028 33| 45 | 1,44 | —0,438
-3 [ —15 [ 1,09 [ 0,0384 4 [ 42 ] 1,28 | —0,224
1 9 1 5
—23 | =5 [ 1,11 ] 0,0547 | [43 5% | 1,19 | —0,13
-2 [ 0 [1,14] 0,0816 5] 6 1,14 | —0,0816
1 7 1 9
-1; | & [1L,19] 0,13 5 | 65 | L,11 [ —0,0547
-1 1; [ 1,28 ] 0,224 6 | 7% 1,09 | —0,0384
—3 | 1% [ 1,447 0,438 65| 75 | 175 | —0,028
0 [ 25 | 1,78] 1,04 7 [ 8% | 144 | —0,021
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2?4 62 + 8
f@) = ———

Zaehler faktorisieren:
22 4+62+8=0

1224+ 6x+8=0
—6+v62-4-1-8

Ty/2 = 9.1

—6++4

2
—6+2

Ty =

Ty/2 = D)
_ —6+2 _ —6-2

€Tl = T2 = B

xr1 = —2 To = —4
r1 = —4; 1-fache Nullstelle
r9 = —2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
-9z —-3=0

—9r—-3=0 /+3
—9z=3  /:(-9)

T3 = —é; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erter4’j[2erm:2)
T+ xr +
f@)=——7——
—9(£L' + 5)

o Definitionsbereich: D=R\ {—}

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
by (Frr—3) (wt+g)—(—g2®—3x—§)-1
f (:L‘) - 1\2
(JG + g)
( 2,.2 20 %) _ ( 1.2 2 8)
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Losungen

(2 —-F) @+ 2+ ) - (52— Hr+3) 22+ 3)

(2% + J2 + 5)?
(=223 — 227 — 22 —0,00823) — (—223 — 222 + 182+ 2)

(@2 + 50+ 5)°

B —122 — 0,453
(@24 Ja+ g)?
B —122z — 0,453
(224 2z 4 5)?
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1, Qx 0
- R PO
9 9
ry = —4; 1-fache Nullstelle
rs = —2; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | 4dl<zr<| 2| <x<|— <z

fl)| + 10 - 0 + -

ol

1
x€l—o0;—4] U ]—-2 —g[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1
x€l—4;,-2[ U ]73,

—;00[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

6 8
?(1+ -+ =)
lim L __T° — o
6" 8
x2(1+*+7)
x — 00 _9_7
" a:) 1 17
hiefe A W=——T— —
Schiefe Asymptote:y 995 o7

—s+4)(z+2)

lim = _
x~>7%+ (SU + %)

, —s(@+4)(z+2)

hml_ T =
To—3 (SC+ 3)

1
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —3

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1.2 2 2
—52° — 5T+ 3

") = 9 27 -0
1o 2 .2
— - —r4 - =
9 27 3
2 22 1) .2
o) taEy(-5) —4-(-5) 3
1/2 — 1
2- (=)
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Losungen

o +Z + /0,302
1/2 — 2
9
2
% 0,549
Ty/2 = )
9
2 2
2 + 0,549 2 0,549
= 21 & 1y = 21 )
2 _2

T = —2,81 ro=2,14
rg = —2,81; 1-fache Nullstelle

x7 = 2,14; 1-fache Nullstelle

f"(-2,81) = 0,0899 > 0 = Tiefpunkt:(—2,81/ — 0,0432)
f"(2,14) = —0,0899

1"(2,14) < 0 = Hochpunkt:(2,14/ — 1,14)

o Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

f/ (:13) _ _%xQ — 727584— %

2+ 24§

Zaehler = 0

rg = —2,81; 1-fache Nullstelle

r9 = 2,14; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen

10 = fé; 1-fache Nullstelle

r<[-28l]<z<|-i][<z<[214]<z
f(z) | — 0 + 0 + 0 —
1 1
x €] —2,81; —g[ U ]- 3’ 2,14] f'(z) >0 streng monoton steigend

€] —00;—2,81] U ]2,14;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
—1%3: — 0,453

1" o
/) = et + 1303 + 222 + Lo+ &
Zaehler =0

29

—1gx—0,453:0 / + 0,453

29 29
—1—2x=0,4 l—-1—
8136 0,453 / ( 81)
_ 0,453
_1§

r=—c

3
1l = —%; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen

T2 = —%; 1-fache Nullstelle

s<]-zl<z<]-3[<=
ffa) | + 0| + [0 ] —
1 1 1, ., , .
x €] — 00; —g[ U ] 3’ g[ f"(x) >0 linksgekriimmt
1
x €] — 3 oo f"(x) <0 rechtsgekriimmt
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Funktionsgraph und Wertetabelle

flo) = S

Ableitung von f(x)

—
—6 —4
4 H
_6 £

. . . . . R g . . N .

z | flx)| flx) f"(z) r | f() f'(z) f"(z)
-7 3 | —0,0958 | 0,00458 0| —22 6,02 —36,8
—63 | 2> [ —0,0933 | 0,00579 z | -1z 0,867 —2.35
-6 | = —0,09 | 0,00746 1] -1z 0,271 —0,573
53 | & [ —0,0857]0,00985 | [15 ] —1z [ 0,0909 | —0,22
-5 | &; [ —0,0799 [ 0,0134 2 | -1z | 0,0136 | —0,107
-4 & — 0 0,0188 23 | 12 | —0,0265 | —0,0597
—4 | 0 | —0,0606 | 0,0275 3] -1¢ | —0,05 | —0,0367
—33 | —35 [ —0,0434 | 0,0428 35 | —155 | —0,0649 | —0,0241
-3 | —5; | —0,0156 | 0,0716 4 [ -15 [ —0,075 | —0,0167
—25 [ —55 ] 0,0335 | 0,134 47 | -1,27] —0,082 | —0,012
—2 0 0,133 0,293 5 | -1 | —0,0872 | —0,00895
-1z [ & 0,388 0,855 53 | =13 | —0,0912 | —0,00684
-1 Z 1,42 4,59 6 | —12 [ —0,0942 [ —0,00535
-z | 3% 24,6 297 65 | —137 | —0,0966 | —0,00426
0 [-22] 6,02 —36,8 7 [ —15 ]-0,0985 | —0,00344

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 187 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
323 — 1022 + 7w — 12
f(x) =

Zaehler faktorisieren:
323 — 1022 + 72 — 12 =0

322 — 1022+ 72 —12=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:3
(3z®  —102> +7x —12 ):(z—3)=32> -z +4

—(3z® —927)
—z? +7x  —12
—(—2* +3z)
4z —12
—(4z  —12)
0

322 —z4+4=0
+1+4/(-1)>—4-3-4

Ty = 2.3
+1£+/—47

Diskriminante negativ keine Losung
r1 =3; 1-fache Nullstelle

Ti/2 =

Nenner faktorisieren:
r—3=0

r—3=0 /+3
=3
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

Faktorisiertgr T?rm: )
(x—3)

o Definitionsbereich: D =R\ {3}
e Term gekiirzen

flx) = 3(x? -tz +13)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
fx)=3z> -z +4

f(x) =6z —1

f' (@) =6

1
F(:E):/(3x2—x+4)dx:x3—§x2+4x+c

o Definitions- und }Yertebereich:
]D) = R = _
W=13 12’ oo

o Grenzwerte: ) A
f(z) :352(3—;‘*‘;)
lim f () =300 = o0

lim_f(2) = [3- (~00)) = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
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Losungen

fl-a)=3-(-2)" =1 (~z) +4
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=322—24+4=0

322 —x+4=0
+144/(-1)>—4-3-4

Ty/2 = 9.3
+1 £ +/—47
Ty = ———F

6
Diskriminante negativ keine Losung

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
reR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(z)y=6x—-1=0

6x = /:6

1
==

6

1
==

61
T = 6; 1-fache Nullstelle

1 1 11
(=)= Tiefpunkt:(=/3—
f(6) 6 > 0 = Tiefpun t(6/312)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
I

T <
fx) | =

6 <z
0
1 ) .
x 6]6; oo[ f'(x) >0 streng monoton steigend

+

z €] —o0;=[ f'(z) <0 streng monoton fallend

ol

e FEingeschlossene Fliache mit der x-Achse
keine Fléche

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

g 3231022472 —12
fla) = G ety

Ableitung von f(x)

—6 —4 -2 2 4 6
[ J@ [ F@ [ )] [= F@) | ()
-7 [ 158 [ -43] 6 0 —1 6
1
—65 [ 1377 ] —40 | 6 z 2 6
—6 | 118 [ =37 | 6 1 5 6
53 [1007 | =34 | 6 17 8 6
—5 | 84 [ =31 ] 6 2 11 6
—45 [ 697 | —28 | 6 23 14 6
-4 | 5 [ -25] 6 3 17 | NaN
—33 [ 447 | 22| 6 33 20 6
-3 [ 3 [ -19] ¢ 4 23 6
-2 [ 25; | -16 | 6 47 26 6
—2 | B8 [-13] 6 5 29 6
-12 [ 122 | -10 | 6 53 32 6
-1 8 —7 6 6 35 6
-2 ] 53 | —4 6 65 38 6
0 4 | -1 6 7 41 6
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Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
1. 1 1
flz) = 57" *15{2‘;5%”
Zaehler flaktorislieren:
§x3—1§x2+§x+220
1 1 1
§x371§z2+§x+2:0
NumerischeSuche :
x1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle
x3 = 3; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r—2=0
r—2=0 /+2
z =2
x4 = 2; 1-fache Nullstelle
Faktorisilez"ter Tﬁl(rm: \( )
g+ (z—-2)(z—-3
o Definitionsbereich: D =R\ {2}
o Term gekiirzen
Laz+1)(z—-3)
O
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
1 2 1
f(x)= 32302 —2§x— 1= g(x—i—l)(x—?))
/ —_— _— —
1=
" _“
e ? 1 2 1 1
F(x) :/(ga?z—gx—l)dx: 5.733— §x2—x+c
o Definitions- und Welrtebereich:
D=R W= [(—lg),oo[
o Grenzwerte:
2l 5 1
flx)=2 (g—lg—xg)
. it 2] _
xll»m f(z) [3100 | =00
1 = = . (= 2 =
im [ (@) =[5 (~o0) = oo
e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
1 2
flea) =5 (P =5 (o) 1
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
1 2
f(z) = §x2—§x—120
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Losungen

1 2
gﬁﬂz—gl'—l—o
I L
1/2 = 1
2.3
+24+,/13
Z1/2 3
2 51
2411
Ty/2 = 2 2 2
2 gl 2 1
2= 3 2 3 gy = 3 - 3
3 3
1 =3 To = —1

x1 = —1; 1-fache Nullstelle
r9 = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< |-l <x<|3|<zx

fle)] + ] 0 — 0| +
z €] —oo;—1[ U ]3;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;3] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

9%
Wl oW | DD

NN

8
I

r3 =1; 1-fache Nullstelle

2 1
() = 3 > 0 = Tiefpunkt:(1/ — 15)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|l|<x
fll@) ] — J0] +

z €]1;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

xr €] —oo;1] f'(r) <0 streng monoton fallend

e Eingeschlossene Flidche mit der x-Achse

=[]
Gr g o)
=C0-{5) =%

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

f(z) = (%'-'1’3*(11% ‘§\2+%4m+2)

Ableitung von f(x

—6 4+
. _g L . ) )
x f(x) fla) | /M) | | = f(z) Fo C)
—62 1302 _553 5 2 _111 _i %
2 12 3 2 4 3 3
—6 15 —42 | 2 1 —13 -1,9-100" ] =2
ST B N 1
-5 102 —4 £ 2 00 £ —00
_34l 573 _333 5 331 20 §10 1% i
=) Iy oz ¢ i 12 5 :
_9ol 923 _Qi % s 2% 9l %
2 1 = 2[5 4 22 :
! # 2 3 ! 5 3 3
_115 33 10°T _ﬁ 3 565 5;2 331 ;
_1 7 _T _13 g 61 83 3% %
0 i —z ¢ 7 102 i :
3 3 3 3
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
4+ —4r—4
f(z)=

Zaehler faktorisieren:
B4t —dr—4=0

P42t —dr—4=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z® 4a? —4z —4 Yi(z+1)=2>—4
_($3 +$2)
—4z —4
—(—4x —4)
0

122 —4=0 /+4
=4 /:1
4
2
T=1
r=+V4
xr1 =2 To = —2
r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = —1; 1-fache Nullstelle
x3 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
xr—2=0

r—2=0 /+2
=2
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

F: aktorisi(erterQSIQerm: 1( 2)
rz+2)(x+1)(x—
o Definitionsbereich: D=R\{2}

e Term gekiirzen
f(z) = (x+2)(x+1)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2*+3c+2=(x+2)(z+1)
f(x)y=2z+3

f' (@) =2

1 1
F(x):/(:r2+3x+2)dx:§x3—|—1§m2+2x+c

o Definitions- und Wertebereich:
D=R  W=[(-3) |

o Grenzwerte: 3 5
f(z) = :v2(1 + p + ﬁ)
lim f(z) =[1-00% = o0

r—00

lim f(x)=[1-(-00)’] = 0

r—r—00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
f(=x)=1-(—2)>+3-(~x)+2
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keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flz)=2*+32+2=0

1224+ 3x+2=0

—-3++v32-4-1-2
Ty/2 = 9.1

—3++1
$1/2=T

-3+1
Ti/2 =

—3+1 -3—-1

xr1 = To = D)
‘Tl:*l 1‘2:72

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9g = —1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <x<|-1|<zx

fl@)| + 10 — 0| +
z €] —o0;—=2[ U ]—1;00] f(z)>0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;—1] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
f(@)=22x+3=0

2 +3=0 /-3
20 =-3 /2

-3

r=—
21
r=—-1-
2

T3 = —1%; 1-fache Nullstelle

1 1 1
fﬂ(_li) =2>0= Tiefpunkt:(—li/ - 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T < —1% <z
ffle) | = [ 0 | +

1
x €] — 15; oo f'(x) >0 streng monoton steigend

1
x €] — 00; —15[ J'(z) <0 streng monoton fallend

e Fingeschlossene Fliache mit der x-Achse

—1 -1
1 1
A:/ (x2+3x+2)dx: 341222+ 22
9 3 2 5
1

- (3 (=112 (1242 (1)> - <3 (=23 + 1% (=22 +2- (2))

Funktionsgraph und Wertetabelle
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g 1224122 —4.2—4
flz) = Tty one=d

(

Ableitung von f

—6 2 4 6
-2 4
—4 4
—6 +
. - 8 L . - -
v [J@] @ @] [= ] @ [ F@ ][ @
-7 130 —11 2 0] 2 3 2
1 3 1 3
—63 | 247 -10 2 3 | 33 4 2
—6 | 20 -9 2 1] 6 5 2
—5% | 152 -8 2 15| 82 6 2
-5 [ 12 -7 2 2 [NaN|[ 7 [ NaN
1
—45 | 8% —6 2 25 | 152 [ 8 2
—4 [ 6 -5 2 31 20 9 2
1
-3; ] 33 —4 2 33 242 | 10 2
-3 [ 2 -3 2 4130 [ 11 2
1
-2; ] 2 —2 2 47 1 352 | 12 2
210 —1 2 5] 42 [ 13 2
—13 [ -3 [3. 17107 ] 2 53 | 482 | 14 2
-1 [0 1 2 6 | 5 [ 15 2
-3 | 3 2 2 63 | 632 | 16 2
0 2 3 2 T2 1T 2
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Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
224+ 522—x -5
flx) =
Zaehler faktorisieren:
2 +52° —z—-5=0
23+ 50 —x—5=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z* 4522 —x -5 ):i(z—1)=z*+6x+5
—($3 _1:2)
627 —T -5
— (62> —6x)
5x -5
—(5bz —5)
0
12? + 62 +5=0
—6++v62—-4-1-5
T1/2 = 9.1
—6++16
Ti/2 = 9
—6+t4
Ty = 9
—6+4 —6—4
xr1 = To =
2
xrp = —1 Xro = -5
r1 = —5; 1-fache Nullstelle
r9g = —1; 1-fache Nullstelle
x3 = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r+1=0
r+1=0 /-1
r=—1
x4 = —1; 1-fache Nullstelle
Faktorisi(erter{))T(erm: 1( 0
T+ T+ T —
f(z)=
(x+1)
e Definitionsbereich: D=R\{-1}
e Term gekiirzen
x+5)(r—1
fy - @B =)
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2?+4z-5=(x+5)(z—1)
f(x)=2z+4
(@) =2
1
F(x) :/(x2+4ac—5)dac: §m3+2x2—5x+c
e Definitions- und Wertebereich:
D=R W=[-9),o
e Grenzwerte:
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Losungen

f@) =221+ - - 2
Tim f () =1 o0%] = o0
i () =1 (o0 = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
fl=2)=1(~2)° +4(~2) =5
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=2*+42-5=0

122 4+42—-5=0
—4+,/42—-4-1-(-5)

L1/2 = 9.1

—4++/36
npm Ty

—4+6
Ti0 = —H

—446 —4—6

xr1 = 9 To = D)
.’E1:1 1’2:—5

r1 = —5; 1-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| S |<r<|l|<zx

fl)| + 10 - 0| +
x €] —o0;—=5[ U ]lyoo] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

xz €] —5;1] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(@)=224+4=0

2e44=0 /-4
2r=—4  /:2

—4

P
2

r=—-2

r3 = —2; 1-fache Nullstelle
f"(=2) =2 > 0 = Tiefpunkt:(—2/ — 9)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r< | -2 | <z
fll@) ] — 10 ] +

z €] —2;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

x €] —o0;—2[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Eingeschlossene Fliache mit der x-Achse

! 1
A:/ (x2+4x—5)dx:[3$3+2x2—5x}
-5

= (;’.13+2.12—5-1)— (;-(—5)3+2~(—5)2—5-(—5)>

1
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= 22 33 L) _ 36

= 3 )=

Funktionsgraph und Wertetabelle
f(z)

_ (1-2®45-2%—1.2—5)
- (1-z4+1)

Ableitung von f(z)
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Losungen

r [J@ [ T@ @] [= [J@) [ @[]
—7 16 —10 2 0 -5 4 2
1 1 1 3
—65 | 117 -9 2 5 | —2% 5 2
—6 7 -8 2 1 0 6 2
1 1 1
=55 | 3% -7 2 13 3% 7 2
—5 0 —6 2 2 7 8 2
1 3 1
—45 | —22 -5 2 25 [ 113 [ 9 2
—4 ) —4 2 3 16 10 2
1 3 1
-35 | —63 -3 2 331213 | 11 2
-3 -8 -2 2 4 27 12 2
1 3 1
—21 ] 82 -1 2 471331 ] 13 2
—2 | =9 [1,52-10 B[ 2 5 40 | 14 2
1 3 T
—-15 | —82 1 2 55 | 471 | 15 2
-1 | NaN 2 NaN 6 55 16 2
I 3 T I
-5 | —6% 3 2 65 | 635 17 2
0 -5 4 2 7 72 18 2
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Losungen

Aufgabe (10)
eFunktion/Faktorisieren
3x3 — 2% -3z +1
Zaehler faktorisieren:
322 — 2 —324+1=0
32° —2® —324+1=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(32° —z? 3z 41 ):(x—1)=3224+22-1
—(32z% —3z?)
227 =3z +1
—(222  —22)
—x +1
—(—z  +1)
0
322 +2r—1=0
—24,/22-4-3-(—1)
T1/2 = 2.3
—2++16
R
—2+4
Ti/2 = 6
—244 —2-4
xr1 = 6 To = 6
1
T § T = -1
r1 = —1; 1-fache Nullstelle
1
Ty = gg 1-fache Nullstelle
x3 = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r—1=0
r—1=0 /+1
r=1
x4 = 1; 1-fache Nullstelle
Faktorisie(rter T)e(rm: by )
3z+1)(z—35)(x—1
e Definitionsbereich: D =R\ {1}
o Term gekiirzen
3+ 1)(x—1)
e
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
1
f () :3x2+2x71:3(x+1)(:rf§)
' (x) =6z +2
f' (@) =6
F(x) :/(3x2+2x—1)dfn:m3+x2—x+c
e Definitions- und qurtebereich:
D=R  W=[(~13),00]
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Losungen

o Grenzwerte: 5 )

_ .2 s =
lim f(x) = [3-00?]
Tr—r 00

lim_f(2) = [3- (~o0)

=00
2]:00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
flma)=3-(-2)* +2 (~z) -1
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=322+2x-1=0

322 4+2:—-1=0
—2+4/22-4-3-(-1)

Z1/2

2.3
—2 4416
Tijo = ——F—
6
—244
Ty = 6
o —24+4 S —2—4
T 6 T 6
1
X g To = -1
r1 = —1; 1-fache Nullstelle
1
Ty = g; 1-fache Nullstelle
e Vorzeichentabelle:
r< |-l <z< % <z
flx)| + 0 — 0| +

;00 f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1
z€]—1; g[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(z)=6z+2=0

6r+2=0 /-2

6 = —2 /:6
_ 2

T3 = —%; 1-fache Nullstelle

1 1 1
f”(_§> =6>0= Tiefpunkt:(—g/ - lg)
e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T < —% <z
fl@)] — 10 ] +
1
T €] — 3’ oo f'(z) >0 streng monoton steigend
1
T €] — 00; fg[ f(z) <0 streng monoton fallend
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Losungen

e Eingeschlossene Fliache mit der x-Achse
1

A:/g (3x2—|—2x—1)dx= [3:3—|—x2—x]i

—(1.13+1~12—1-1)—(1-(—1)3+1~(—1)2—1.(—1))

. (_§> . (1)3 0
S\ 27 27

Funktionsgraph und Wertetabelle
325 —1.2°-32
f(L) = @ (;.’L‘—l; L

Ableitung von f(x)
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Losungen

v [ J@ [ J@ @) ] [= [ [@) [ F@) ][ @
-7 [ 132 -40] 6 0[] -1 2 6
1 3 1 3
—65 [1123 | =37 [ 6 z | 5 6
-6 | 95 [ -34] 6 1 [NaN| 8 | NaN
-5z | 782 | =31 | 6 15| 82 11 6
-5 [ 64 | -28] 6 2 [ 15 | 14 6
—45 [ 502 | —25 | 6 25 | 222 | 17 6
-4 [ 3 | -22] ¢ 3 32 [ 20 6
-32] 283 | 19| 6 33| 423 | 23 6
-3 [ 20 [ -16] 6 41755 [ 26 6
—21 1122 | -13 | 6 47| 682 | 29 6
2 [ 7 [-10] ¢ 5] 84 | 32 6
-1; [ 28 | -7 6 53 | 1002 [ 35 6
-1 0 [ -4 6 6 [ 119 [ 38 6
I 1 1 3
-3 [ -17 ] -1 6 65 | 1383 | 41 6
o[ -1 ] 2 6 71160 | 44 6
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Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
23 —8x+2
f@)=—"5—
Zaehler faktorisieren:
2 —8r+2=0
-8 +2=0
NumerischeSuche :
r1 = —2,95; 1-fache Nullstelle
r9 = 0,252; 1-fache Nullstelle
r3 = 2,69; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r+2=0
r+2=0 / —2
xr= -2
ry = —2; 1-fache Nullstelle
Faktorisierter Term:
(x4 2,95)(x — 0,252)(z — 2,69)
f (@)=
(x+2)
o Definitionsbereich: D=R\{-2}
23 —8x+2
flo) =5~
Polynomdivision :
(z? —8z +2 ):i(z4+2) =222 -4
—(z® 4227
—2x? —8r 42
—(—22® —4x)
—4x +2
—(—4x -8)
10
10
=z -2z -4+ ——
fla)=a? =20 - 44—

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(322 —8) - (z+2)— (2> -8z +2)-1

f! (z) = (z+2)?

(32?4 62® — 8z —16) — (2° — 8z + 2)

B (x +2)2

_ 223 + 622 — 18

 (x+2)2

_ 22% + 62 — 18

B (x +2)2

P () = (622 +12z) - (22 + 4z +4) — (22 + 622 — 18) - (2z + 4)

(22 4+ 4z + 4)?
(6% + 3622 + 7222 + 48x) — (4ot + 2023 + 2422 — 362 — 72)
(22 + 4z +4)?
2z + 162° + 4827 + 84w + 72
B (22 + 4z + 4)?
_ 224 + 1623 + 4822 + 84x + 72
B (22 + 4o + 4)?
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Losungen

2(2% + 1,85z + 4,33)(z + 4,15) (2 + 2)
(x4 2)*
2(x? + 1,85z + 4,33)(z + 4, 15)
(x +2)3
B 223 4 1222 + 242 + 36
234622+ 122+8

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2® —8x+2=0

r5 = —2,95; 1-fache Nullstelle

xeg = 0,252; 1-fache Nullstelle

r7 = 2,69; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
< | =299 | <rx<|-2|<x<|0,22 | << ]|2,69 | <z

F@) | + 0 — 0| + 0 - 0 | +

x €] —o00;—2,95] U ]—2;0,252[ U ]2,69;00[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

x €] —2,95;—2[ U ]0,252;2,69] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

T— —00 2
- z(1+ 5)
o @ 42,95)(0—0,252) (2 = 2,69) _
z——2+ (x+2)

b @ 2,95)(@—0,252)(x —2,69)
T —2- (x +2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

223 + 622 — 18

@) = ———F—7
¢ +4r +4

223 + 622 —18 =0

=0

NumerischeSuche :
rg = 1,43; 1-fache Nullstelle
f7(1,43) = 2,5 > 0 = Tiefpunkt:(1,43/ — 1,9)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

223 + 622 — 18
fla)=—m—77+
2 +4xr+4
Zaehler = 0

xg = 1,43; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmen
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Losungen

210 = —2; 1-fache Nullstelle

r< | 2|<zx<|l1,43 | <z
fllx)| — | 0 - 0 +

x €]1,43;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

r€]—o00;—2[ U ]—2;1,43[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

£ (2) = 223 + 1222 + 242 + 36
3+ 622 + 12z + 8

Zaehler =0

22% + 1222 + 242+ 36 =0

NumerischeSuche :

x11 = —4,15; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) iibernehmen
r12 = —2; 1-fache Nullstelle

r<| 415 |<xrx<|-2|<x
(z) | + 0 - 0| +

x €] —o0;—4,15[ U ]—2;00[ f"(z) >0 linksgekriimmt

x €] —4,15,-2[ f"(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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N (LB —8.242)
f@) ="y

Ableitung von f(x)

. . . - - - 8 L - - -
v | f@) | fx) | @) | | x| fl@) | @) | f(z)
-7 57 | -16,4 | 1,84 0 1 | -45] 45
T T 1 3
—63 | 495: | —15,5 | 1,78 ;| -3 ] 26 [328
-6 | 415 | —14,6 | 1,69 1] -1z [-1,11] 2,74
—55 | 3455 | —13,8 | 1,53 15 [ —132] 0,184 | 2,47
-5 | 272 | —13,1 [ 1,26 2 [ 15 | 1,37 [ 2,31
1 1 1 19
—43 [ 217 [ -12,6 | 0,72 25 | —z [ 2,51 | 2,22
-4 15 | =12,5 [ =0,5 31 3,6 [ 2,16
T 3
-32 | 8% | —13,4 | 3,93 33| 35 | 4,67 | 2,12
-3 1 —18 —18 4 [ 52 [ 572 [ 25
—27 | —123 —47 —158 47 [ 85 [ 6,76 | 2,07
-2 | oo [326473% | —o0 5 [ 122 | 7,8 [ 2,06
I 1 1 7 37
—17 | 217 —45 162 53 | 1675 | 83T | 2,05
1] 9 —14 22 6 [ 217 | 95 [ 2,04
I 1T 1 29
-3 | 35 | 745 | 7,93 63 | 2622 [ 10,9 | 2,03
0 1 —4.5 4,5 71325 | 115 [ 2,03
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Losungen

Aufgabe (12)
eFunktion/Faktorisieren
223 + 1
Zaehler faktorisieren:
20° +1=0
20 +1=0
203 +1=0 /-1
23 =—-1  /:2
-1
S
T
P
2
x = —0,794
Polynomdivision:(—0, 794)
(22° +1 ): (x4 0,794) = 22 — 1,592 + 1,26
—(22°  +1,5927)
—1,5927 +1
—(—1,592% —1,26x)
1,26x +1
—(1,26x +1)
—2,22-10°'°
222 — 1,592 41,26 =0
+1,59 + \/(—1759)2 —4-2-1,26
Ty1/2 = 5.9
+1,59 + +/—7,56
Ty = 4
Diskriminante negativ keine Losung
r1 = —0,794; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
24+1=0
2 +1=0 /-1
l?=-1 /:1
-1
2 _ -
T
keine Losung
Faktorisierter Term:
o) = 2(z% — 0,794z + 0,63)(z + 0,794)
B (2 +1)
. Deﬁnitiorésbereich: D=R
2z° +1
I @)= 72 +1
Polynomdivision :
(22° +1 ):(2*+1) =22
— (23 +2x)
—2x +1
-2z +1
= 2 _—
fla) =20+
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
622 (22 +1)— (223 +1) 22
PAR R Y YRS
(z2+1)
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(62t + 622) — (4ot + 22)
(2 4 1)2
B 22* + 622 — 27
BN
22t + 62 — 22
DG

f () =

(823 + 122 — 2) - (z* + 222 + 1) — (22* + 622 — 22) - (423 + 42)

(@7 + 222 + 1)?

(827 + 28x% — 2x% + 3223 — 42? + 120 — 2) — (827 + 322° — 8a* + 2423 — 822)

(24 4 222 4+ 1)2
_ —42® + 62" + 82% 4 4a? 4 122 — 2
o (z* + 222 +1)2
_ —42® 4+ 62" 4 8% 4 4% 4 122 — 2
- (x4 4 222 + 1)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

20° +1=0

r9 = —0,794; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|—=0,7% | <=x

flz) | — 0 +
x €] —0,794;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o00;—0,794] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

1
lim :Cl =00
T—00
1
: X
lim 71 =
T——00

Schiefe Asymptote:y = 2x

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
2zt 4 622 — 2z
/ = —-—
F) = xt+222+1 0
r(203 +62-2)=0=>2=0 Vv 223 +62-2=0
22° 4+ 62 —2=10

NumerischeSuche :

r3 = 0; 1-fache Nullstelle

xq4 = 0,322; 1-fache Nullstelle

70y =2

/" (0) < 0 = Hochpunkt:(0/1)

£(0,322) = 1,75 > 0 = Tiefpunkt:(0, 322/0, 967)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad

Losungen

2zt 4 622 — 2z
f@)=—Fr55—1
x* +2x°+1
Zaehler = 0

x5 = 0; 1-fache Nullstelle
xg = 0,322; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen

r<|0|<x<|0,322| <=z
fllz)y| + |0 — 0 +

€] —o00;0[ U ]0,322;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

x €]0;0,322[ f'(x) <0 streng monoton fallend

e Kruemmung
_ —42% + 62t + 8% + 4z + 122 — 2

1!
(@) = a8 4+ 426 + 6% + 422 + 1
Zaehler =0
NumerischeSuche :

r7 = —1,24; 1-fache Nullstelle
rg = 0,156; 1-fache Nullstelle
rg = 2,59; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen
r<|—-1,24 | <2< |0,156 | <z <|2,09|<x
(z) | + 0 - 0 + 0 -

x €] —o0;—1,24] U ]0,156;2,59] f"(z) >0 linksgekriimmt

€] —1,24;0,156] U ]2,59;00] f”(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

N (2-.’1:34»1)
f(l) - (1.£2+1)

Ableitung von f(x)

_8

v | J@) [ @ [ @] [z /@] Fl@) [ '@
-7 | —135 2,04 0,0126 0 1 ]0,000612 -2
—65 | —12,7 2,05 |0,0157 z 1 0,4 2,56
-6 | —11%7 2,06 0,0199 1] 13 1,5 1,5
—53 | 105 2,07 0,0255 15 | 23 1,95 0,466
-5 | —932 2,09 |0,0335 2 | 32 2,08 0,112
-4 | 8% 2,11 0, 0448 23 | 42 2,1 0,00788
-4 | -1% 2,13 0,0615 3] 53 2,1 —0,02
—33 | —6% 2,17 | 0,0864 33 | 62 2,09 —0,0249
-3 | -5 2,22 0,124 4170 2,08 —0, 0232
—23 | 4% 2,29 0,178 47 | 8% 2,07 —0,0199
-2 -3 2,4 0,24 5 [ 95 2,06 —0,0166
-1; | -1 2,52 0,204 53 | 105% 2,05 —0,0138
-1 —2 2,5 —0,5 6 [11£2 2,04 —0,0114
-2 3 1,68 —3,07 63 [ 12,7 2,04 | —0,00951

0 1 0,000612 | —2 7 [ 133 2,03 —0,00797

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 212 https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2+

f @)= 2 —x—12
Zaehler faktorisieren:
B 4r=0
r(2*+1)=0=2=0 Vv 2+1=0
w?+1=0 /-1
l?=-1 /:1

-1
= —
keine Losung
x1 =0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22—z —-12=0

lz2 —2—-12=0
+1i\/(—1)2—4-1~(—12)

2.1
+1++49

2
1+7
Lij2 = —5—
S 14+7 17

1= 72 €T = 72
xr1 = 4 T = -3
r9 = —3; 1-fache Nullstelle
x3 = 4; 1-fache Nullstelle

Ty/2 =

Ty =

Faktorisiert(ir éI‘erm):
r(z®+1
f@) = ————=
(z+3)(z—4)
o Definitionsbereich: D=R\{-3;4}
3+
@)= 22 —x —12
Polynomdivision :
(2 +x (2P —x—12)=x+1
—(z* —2* —12z)
z? +13z
—(2? - —12)
14x +12

14z 412
= 14 T2
fa)=z+ Jr:L‘Q—JL‘—12
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) = (Bz2+1)- (22 —2—12) — (23 +2) - (22— 1)
(22 —x —12)2
(3z* — 323 — 3522 — 2 — 12) — (22* — 23 + 222 — 2)
(22 —x —12)?
xt — 203 — 372% — 12
(22 —x —12)?
xt — 203 — 372% — 12
(22 — 2z —12)?

(13)
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f,, (Jf) _ (41}3 — 6x2 — 74$) . (1‘4 — 2x3 — 23I2 + 247 + 144) _ (ZE4 _ 21,3 _ 37562 _ 12) . (4$3 _ 6I2 — 462 + 24)
N (0% — 2% — 2327 + 24z + 144)2
(427 — 1425 — 1542° 4 3822* + 2,13 - 10323 — 2,64 - 10%2% — 1,07 - 10*x) — (427 — 142® — 1822° + 3382* + 1,61 - 10%°2® — 81622

(x4 — 223 — 2322 4 24 + 144)?
282”4 44z* + 5282% — 1,82 -10%°2? — 1,12 - 10*z + 288
N o4 — 223 — 2322 + 241 + 144)2
 282° + 442" + 5282° — 1,82 10322 — 1,12 - 10%z 4 288
B (x4 — 223 — 2322 + 24z + 144)2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

22 +x=0

xqy = 0; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 3| <z<|0|<z<|4d4| <2

F@ | = [0 + |0 = |o| +
x €] —3;0] U ]400[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0; =3[ U ]0;4[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

x3(1 + 2)
lim ——— =0
x 11:2
lim —* =
T——00 1 12
T a1 -2
x T
Schiefe Asymptote:y = x + 1
lim —z(xz 1) o0
vo—3+ (z+3)(x —4)
) (2x? +1)
lim ——M———— = —

z——3- (x4 3)(z —4)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —3

lim —x(xz D _
i+ (z+3)(x—4)
r(2? +1)

lim ————— =
oot (2 1 3)(x —4)
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 4

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
) = ot — 223 — 3722 — 12 B

Coat— 228 — 2322 + 24z + 144
zt —22% — 3727 — 12
NumerischeSuche :

rs = —5,2; 1-fache Nullstelle

xG =17,18; 1-fache Nullstelle

f(=5,2) = —0,195

f"(=5,2) < 0 = Hochpunkt:(—5,2/ — 7,2)

b
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1"(7,18) = 0,125 > 0 = Tiefpunkt:(7,18/11,7)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, ot — 223 — 3722 — 12
xt — 23 — 2322 + 24x 4 144
Zaehler = 0
r7 = —5,2; 1-fache Nullstelle
rg = 7,18; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
rg = —3; 1-fache Nullstelle
210 =4; 1-fache Nullstelle

r<|-b2|<zr< |3 |<x<|4

<z<]|718

<z

ffx) | + 0 — 0 — 0

+

xr €] —o00;—5,2[ U |7,18;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z€l—52%-3 U ]-34 U 14718

fl(x) <0

streng monoton fallend

e Kruemmung

2827 + 4dat + 52823 — 1,82 - 10322 — 1,12 - 10%x + 288

[ (x) =
Zaehler =0

NumerischeSuche :

r11 = —3; 1-fache Nullstelle
r12 = 0,0256; 1-fache Nullstelle
z13 =4; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
r14 = —3; 1-fache Nullstelle
r15 =4; 1-fache Nullstelle

28 — 427 — 4225 + 1402° + 7212* — 1,68 - 10323 — 6,05 - 10322 + 6,91 - 103z + 2,07 - 104

r<| 3 |<x<|-3|<x<|0,026 | <z<|d|<zx<|4d|<x
ffl@)| + | 0 + 0 + - 0 - 0| —
r€l—o0;—3[ U |-3-3 U ]-3;0,0256] f”(x)>0 linksgekriimmt
x €]0,0256;4] U ]4;4] U J4;00[ f’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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f(z) = (

(1-z®41-2)
1-22—-1-2—12)

Ableitung von f(x)

4
\ -/ " - - —8 == T ! 2 = 1 N
v [ J@) [ J@ [ @ | [«] @ [ 7@ [ @
-7 | 7% | 0,652 [ —0,149 0 0 —0,0834 | 0,0139
—63 | —7,65| 0,562 | —0,217 : | =& —0,143 | —0,253
-6 | -T2 0,427 | —0,337 1 —z —0,347 | —0,586
1 9 T 13 13
=53 | =7z | 0,207 [-0,571 1L -3 —0,766 | —1g
-5 | =72 | —0,191 | —1,1 2 -1 —1,6 —2.36
—41 | -73 —1,04 | —2,57 27 | 28 —3,46 | —5,71
—4 | -85 —3,44 | —8,61 3 -5 —8,84 —19,4
1 1T T 7
33 | —1255 | —16,3 | —68,7 33 | —14& —38 —156
-3 | —oo |[1,4-107 00 4 oo |3,17-10* ] —o0
—27 [ 532 | —16,4 | 68,6 47 | 25% —38 156
-2 12 —3,56 8,48 5 165 —8,78 19,5
1 13 1 49
-1z | = —1,23 2,42 53 | 13545 | —3,38 5,77
—1 £ —0,46 | 0,916 6 | 125 —1,48 2,44
—z = —0,165 | 0,335 65 | 11,8 | —0,602 1,25
0 0 —0,0834 | 0,0139 7] 112 —0,122 | 0,728
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eFunktion/Faktorisieren
zt— 322 -4
f(z)= —2_a1
Zaehler faktorisieren:
=322 —-4=0

U= u =
1w —3u—4=

2?2 =4

r=+V4

xr1 =2 To = —2

2=l =+v-1

Diskriminante negativ keine Lésung
r1 = —2; 1-fache Nullstelle

x9 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 —4=0

22 —4=0 /44
12=4  /:1
4
2
]
z=+V4
xr1 = 2 T = -2
r3 = —2; 1-fache Nullstelle
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(ertjg;[&erzrn; I 2)
T == 92

e Definitionsbereich: D=R\{-2;2}
o Term gekzl'irzen

fly= D

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)y=2>-1=(z+1)(z—1)

' (z) =2z

[ (@) =2

F(x):/(xQ—l)dm:éxB—x—kc

o Definitions- und Wertebereich:
D=R W =1[(-1),00]

Aufgabe
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Losungen

o Grenzwerte: .
fa) =21~ )

Jim f(z) = [1-00%) = o0

lim f(2) = [1-(~00)?] = oo

T—r—00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
f(=m)=1- (=)’ —1

f(=z)=1-2% -1

f(=x) = f () — Symmetrie zur y-Achse:

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)y=2>-1=0

22 -1=0 /+1
122 =1 /1

1
2—7
T
z=+V1
£U1:]. 1'2:—1

r1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< |-l <zx<|l|<zx

fle)] + | 0 — 0| +
x €] —o0;—1[ U ]l;oo[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;1] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=22=0

r=0=2=0

x3 = 0; 1-fache Nullstelle

f7(0) =2 > 0 = Tiefpunkt:(0/ — 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|0| <z
fll@)| — 0] +

z €]0;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €] —00;0[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Eingeschlossene Fliache mit der x-Achse

A/ll (¢ 1) di = Ex?’x];
(P 1)

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

4 124 —3.2%2-4
f(x) = W

Ableitung von f(x)

P

—6 —4 -2 2 4 6
9 1
4 4
-6 4
] - T iy ST
v | f@) [f@) [ f@)] [« ] f@) | f@)] @)
—7 50 —14 2 0 1 0 2
T I I I
—65 | 437 | —13 2 3 17 1 2
—6 37 —12 2 1 2 2 2
-5 | 313 | —11 2 15| 3% 3 2
-5 26 —-10 2 2 | NaN| 4 | NaN
T I T I
—45 | 217 -9 2 25 | T3 5 2
—4 17 -8 2 3 10 6 2
T I T I
—35 | 137 -7 2 35 | 137 7 2
-3 10 —6 2 4 17 8 2
T I T I
217 5 [ 2 a2l [ 2
—2 | NaN | —4 | NaN 5 26 10 2
T I T T
-15 | 33 -3 2 55 | 313 11 2
-1 2 -2 2 6 37 12 2
I I T I
-5 13 -1 2 65 | 437 13 2
0 1 0 2 7 50 14 2
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eFunktion/Faktorisieren
zt —bx? +4

flz)= 22 —3x+2

Zaehler faktorisieren:

2 =522 4+4=0

U:I2 U2:I4

1w —5u+4=0

+5+ /(=) —4-1-4
2.1
+5 4+ /9
2
PUREEET:
/2= "5

5+3 5—3
U = ——

Uy =

Uy =

2 =4

xr=+V4

xr1 = 1 To = -1

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = —1; 1-fache Nullstelle
x3 = 1; 1-fache Nullstelle
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 —3r4+2=0

122 —32+2=0
+3+£4/(=3)>—4-1-2

2-1
+3+ V1
2

3+1
Ti/2 = o

3+1 3—-1
T = ——0 =—
1 5 T2 5
xr1 = 2 To = 1
rs = 1; 1-fache Nullstelle
re = 2; 1-fache Nullstelle

Ti/2 =

Ty/2 =

Faktorisierter Term:
(z+2)(z+1)(z—1)(x—2)
fla) =
- Dw—2)
e Definitionsbereich: D=R\{1;2}
e Term gekiirzen

Fla) = (x+2)(z+1)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=24+3c+2=(z+2)(z+1)

Aufgabe

(15)
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Losungen

f(x)=2z+3
f'(x) =2

1 1
F(x):/(x2+3x+2)dx:§$3—|—1§m2+2x+c

o Definitions- und Wertebereich:
D=R W=

o Grenzwerte:

flz)=2%(1+ % + %)
i f (@)= 1ot = o
lim_f () = [1 (~00)%] = 00

T—r—00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
f(=z)=1-(—2)>+3-(—x)+2
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=a2*>+32+2=0

1224+ 32x+4+2=0

-3+v32-4-1-2
Ti/2 = 9.1

—3+1
Tijg=—"FH

—-3+1
Ty/2 = B

-34+1 —-3-1

xr1 = To = D)
Ty =—1 Tg = —2

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
ro = —1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | 2| <rx<|-1|<x

flx) | + 0 — 0 +
rx€]—o0;—2[ U ]—1;00] f(z)>0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;—1] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=22+3=0

2w+3=0 /-3
2w=-3 /:2

-3
r=—
2
11
r=-1=
2

T3 = —1%; 1-fache Nullstelle

f”(_lé) =2>0= Tiefpunkt:(—l%/ — i)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T < —1% <z
ffle) ] = 1 0 | +
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Losungen

;00 f'(r) >0 streng monoton steigend

z €] —o0;—1=[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Fingeschlossene Fliache mit der x-Achse

-1 —1
1 1
A:/ (x2+3:10+2)da:: 341222+ 22
9 3 2 5
1

= %.(71)3 - 1% (=142 (1)> - (3 (=23 + 1% (=22 +2-(-2)

Ableitung von f(

)
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v [J@ [J@ [J@] [= [J@ [ @]/

-7 30 | -11 [ 2 0] 2 3 2
1 3 1 3

—63 [ 243 [ -10 | 2 ;| 32 4 2

—6 [ 20 | -9 2 1 [NaN| 5 [ NaN
1 3

-5 | 152 | -8 2 15| 82 6 2

-5 | 12 | -7 2 2 [NaN| 7 [ NaN
1 3

—45 | 83 | -6 2 27 | 153 8 2

—4 [ 6 | =5 2 3] 20 9 2
T 3

-35| 33 | 4 2 331 242 | 10 2

-3 2 | -3 2 4173 | 11 2
I 3

211 2 | -2 2 47| 353 | 12 2

2] 0 | -1 2 5 [ 42 13 2
1 1

-1z -z 0 2 53 | 482 | 14 2

-1] 0 1 2 6 [ 56 | 15 2
1 3 1 3

-3 | 2 2 2 63 | 632 | 16 2

0 2 3 2 7] 7 17 2
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2?2 —6x+9
@)= —"5—

Zaehler faktorisieren:
22 —62+9=0

122 —624+9=0
+6+£4/(=6)>—4-1-9

2.1
+6 ++0

2
6+0

2= 79—
L6060
1= 27 7
581:3 172:3

x1 =3; 2-fache Nullstelle

Ty/2 =

T1/2 =

Nenner faktorisieren:
—z+2=0

—lz+2=0 /—2
—lz=-2 /:(-1)

r9 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Tgrm:

Tl
f (x) - —(1‘ _ 2)
e Definitionsbereich: D =R\ {2}
—2% 4+ 62 —9
flo)=———%—
Polynomdivision :
(—x? 462 -9 ):(z—2)=-x+4
—(—2* 422)
4z -9
—(4z  -8)
—1

Tz —2
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
() = (—22+6) - (x—2)— (—2>+62—-9)-1
(z—-2)?
(=222 + 10z — 12) — (=22 + 62 — 9)
(z —2)?

—z? 442 -3

(=2
_ —2? 4+ 42 -3

(-2
£ () = (—2x+4)- (22 —4dx +4) — (—22 +42 - 3) - (22 — 4)
(22 — 4z +4)?

@) =—w+4+

(16)
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Losungen

(=223 + 1222 — 242 + 16) — (—22° + 1222 — 227 + 12)
(22 — 4z + 4)?

—2x+4
(22 — 4z + 4)?
- —2x +4
(22 -4z +4)2
- 2(x—2)
o (z—2)
=2
(x—2)3
-2
3 — 622+ 122 — 8

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

— 2>+ 62 —-9=0

xg3 = 3; 2-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< |2 | <zx<|3| <z

flx)| + |0 - 0| —
x €] —00;2] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x€]2;3] U ]3;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

22(1— -+ )
lim ez
e
21— -+ —)
lim z 235 =00
Schiefe Asymptote:y = —x + 4
(o - 3)°
= —00
a=2t (z—2)
(22
lim 7@ 3) =00

T2~ (J} — 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

2
, —z°+4xr -3
= - O
f(@) 22 —4x + 4
—2?+4z-3=0
—44 /42 —4-(-1)-(-3)
Ti/2 =
2-(=1)
—4+V4
S
—4+2
x1/2 = _72
S —4+2 o —4 -2
T2 2T
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Losungen

xr1 = 1 To =— 3

r4 = 1; 1-fache Nullstelle

rs = 3; 1-fache Nullstelle
(1) =2 > 0 = Tiefpunkt:(1/4)
f'(3)=-2

f"(3) < 0 = Hochpunkt:(3/0)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—22 442 -3
/ _
fi) = 22 —dx+4
Zaehler = 0

x¢ = 1; 1-fache Nullstelle
r7 = 3; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) ibernehmen
rg = 2; 1-fache Nullstelle

r<|l|<zx<|2|<z< |3 |<x
fllz)| = |0 + 0 + 0| —

z€]l;2[ U 23] f'(x) >0 streng monoton steigend

z €] —o00;1] U ]300 f'(x) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
-2

1" o
@)= 3@ r12r 38
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) itbernehmen
xg = 2; 1-fache Nullstelle

r< |2 <z
f'@) | + [0] —

z €] —00;2] f"(x) >0 linksgekriimmt

z €]2;00[ f"’(x) <0 rechtsgekriimmt
Funktionsgraph und Wertetabelle
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P () — (1'-’172—6~JI,‘+9)
f(z) = e

Ableitung von f(x)

1 1 1
—6 —4 —2 / 2
-2 4
—4 4
—6 +
- - - - . . L - - -

v [ J@ ] F@) [ @ | [ [ f@) [ F@ | '@
-7 [115 | 5% [0,00274] [ 0 [ 45 | 0,75 0,25
—6% | 102 | —0,986 | 0,00326 : | 4z —0,555 0,593

I 63

—6 | 105 | -5 ]0,00391 1 4 10,000306 2
=53 | 935 [ —0,982[0,00474 | |15 [ 45 3 16
-5 | 91 — 5 [0,00583 2 [ oo [ 326622 | —o0

T 17 1 1
—41 8$ —0,39576 0,09728 2: | -2 3 —16

_341 78 {5 it O?ﬁQ 331 01 - %0%35056 0_593
_35 7? 2 2 45 —f 70’ 75 707 25
—21 6% —§ 0,622519 47 —12% —0:84 —0,7128

1

—2 | 65 |—0,937 = 5 [ —13 | —0,889 | —0,0741
—13 | 55 | —0,918 [ 0,0466 | |55 [ —113 [ —0,918 | —0,0466
—1 5§ —0,889 [ 0,0741 61 —214l3 —0,?737 —35
-2 4@ —0,84 | 0,128 63 721—18 5 —0, 02219

0 [ 45 | —0,75 | 0,25 7 | 3% —= —=
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2?43z +3
f@) = ——F—

Zaehler faktorisieren:
2 4+32+3=0

1224 32x+43=0

-3+v32-4-1-3

2-1
—-3++v-3
Ty = —1(H —

Diskriminante negativ keine Lésung

T1/2 =

Nenner faktorisieren:
3r+6=0

30+6=0 /-6
3x=-6 /:3
_ 6

3
T = -2

x1 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

(2 + 3z +3)
1) = 3(z+2)
o Definitionsbereich: D=R\{-2}
L2241
_ 3
f) =31
Polynomdivision :

(32 +x +1 ):i(z+2)=3z+3
,(le +22)
3 3

11 3
x
3 3 x+2

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
CGz+1)-(z+2) - (L2 +z+1)-1
F ) =13 :

(x +2)?
(2?4250 4+2)— (322 +a+ 1)
B (x+2)?
B %xz—l—léx—l—l
o (a+2)
_ %{E2+1%$+1
(2 +2)2
(@) = (Gr+13) (@®+4z4+4)— (322 + 13z +1)- 2z +4)

(22 4+ 4z + 4)?
(20° +42% + 8z +51) — (323 + 42? + Tiw 4+ 4)
(22 +4x + 4)2
4,44-107 1022 4+ 22 + 13
B (22 4+ 4x + 4)?

(17)
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Losungen

44410727 + 2415

N (22 4 4x + 4)?

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
% aehler =0

2
i+ +1=0
31‘ X

e Vorzeichentabelle:
r< | 2| <«x

fl@)| — 10 ] +
x €] —2;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

3 3

2?1+ =+ =)
lim —% 1% 6 22 _
3 3
2?1+ =+ =)
lim L T° — oo

Tr—r— 00 6
z(3+ -)
x

Schiefe Asymptote:y = %az + %
i %@F+3x+3):
z——2+ (x+2)
g 2@ F3TH3)
T——2— (JJ + 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
%1‘2 + 1%95 +1

() —
=)= 2+ 4z +4
15 1
- 1= 1=0
37 Ty
/0 e
Ty1/2 = 1
2.1
1= /4
Tipp=——%5
139
1142
Ti/2 = 32 :
1 3 2 1.2
-1z 4+ 3 -1 — =
£, = 32 3 £y = 32 3
3 3
xr1 = -1 T = -3
x9 = —3; 1-fache Nullstelle
x3 = —1; 1-fache Nullstelle
2
1 _3 —
71(=8) = -

f"(=3) < 0 = Hochpunkt:(—3/ — 1)
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Losungen

2 1
(-1 = 3> 0= Tiefpunkt:(—l/g)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

(@) = %xQ + 1%3:4— 1

2 +4r +4
Zaehler = 0
ry = —3; 1-fache Nullstelle
x5 = —1; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
re = —2; 1-fache Nullstelle

r< | << | 2| << | -1|<zx

fllx)| + | 0 — 0 - 0| +
r€l—o00;—3[ U ]—1;00 f'(z)>0 streng monoton steigend
rel—3;-2[ U |—2,—1] f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
(= 1070 B 1

x4 + 823 + 2422 + 322 + 16
Zaehler =0

2 1
4,44-107%22 + 2o +1- =0

3 3
2
__gi\/(g) —4.4,44.10716. 11
/2= 2.4,44-10-16
2 4
B —gi\/;
11727 3788 10-16
2 2
_—3*3
11727 3788 . 10-16
2 2 2 2
o = 3713 oy = 33
8,88-10-16 8,88-10-16

x1=-2  xp=-1,5-10"
x7 = —1,5-10'%;  1-fache Nullstelle
rg = —2; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
r9g = —2; 1-fache Nullstelle

r<|-1,5-10P [ << | 2]<2z<|-2

@) | — 0 — o] = [o

z €] —2;00 f"(x) >0 linksgekriimmt

r€]—o00;—1,5-10" U ]-1,5-10"%;-2[ U ]-2-2[ f’(z)<0

rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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() — (1'5172+23-:1:+3>
F@) = "gere

Ableitung von f(x)

—6 +

. . . - 8 L - - -
z | f(z) f'(x) f"(@) z | flx) | filx) | f(=)
-7 | 2% = —0,00533 0] & [0,25 ] 0,0833
—6% | —177 0,317 —0,00732 | %z [0,28 ] 0,0427
-5 | 1% = —0,0155 1] B o 0,0155
-5 | -13 0,296 —a 2 [ 15 | & o=
-4 [-13% 0,28 —0,0427 23 | 125 [0,317] 0,00732
-4 | -1z 0,25 —0,0833 3] 12 = 0,00533
—33 | -1z | 0,185 —0,198 33 [ 128 | % | 0,00401
-3 | —1 | -0,000102 | —0,667 4 [ 133 | 5= | 0,00309
—27 | -1z -1 —5,34 45 [ 122 10,325 | 0,00243
—2 | oo | 1,09-10° —00 5 [ 25 [ I8 ] 0,00194
-1z | 2 —1 5,34 53 | 255 0,327 ] 0,00158
-1 5 | —0,000102 | 0,667 6 | 232 = 0,0013
-2 | & 0,185 0,198 63 | 2> (0,329 [ 0,00109
0 2 0,25 0,0833 7 [ 252 10,329 | 0,000914
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Losungen

Aufgabe (18)
eFunktion/Faktorisieren
2%+ 322 —4
f(z)= 2
Zaehler faktorisieren:
2 +327 —4=0
2 +32° —4=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z3 4322 —4 Yi(z—1)=2+4x 44
—(1‘3 —1‘2)
42° —4
— (4  —4x)
4x —4
—(4z  —4)
0
la® +4z+4=0
—4++42-4.1-4
o
1/2 2.1
—4+0
Li/2 = 9
—4+0
Ti/2 =
—440 —4-0
xr1 = To =
2
xr1 = —2 o = -2
r1 = —2; 2-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
22 =0
?=0=>12=0
x3 = 0; 2-fache Nullstelle
Faktorisi(erter )I;e(rm: )
r+2)(x—1
f(z)= -2
e Definitionsbereich: D =R\ {0}
2%+ 322 —4
flz)= 2
Polynomdivision :
(z3 +322 —4 ):(z)=z+3
—(z%)
322 —4
—(32%)
—4
—4
fle)=z+3+ o)
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(322 + 6x) - 2% — (23 + 322 —4) - 22
f(x) = 3
( (22)
_ (3a* 4 62®) — (22 + 62° — 8x)
B (x2)?
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Losungen

zt + 8z
(22)?
zt + 8z
(22)?
(22 =2z +4)(z + 2)x
24
(22 =22+ 4)(z +2)
23
3 +38
3
" 3z2 - 23 — (23 4+ 8) - 322
f (CL‘) - (1’3)2
3x° — (3a® + 242?)
B (%)
—24z2

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2®+322 —4=0

ry = —2; 2-fache Nullstelle

x5 = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <r<|0|l<z<|l|<2x

fl@)y| — |0 — 0 — 0| +
x €]l;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x€l—o0;—2[ U ]—=200 U ]0;1] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

o Grenzwerte und Asymtoten:

3 4
B T I
3 4
B+2 - )
im — & % _ g
T——00 xQ(l)

Schiefe Asymptote:y = x + 3
(r+2)%(x — 1)

lim T
z—0t 1‘2

2 -1
i @2
z—0~ X

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =0

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
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Losungen

z% 48
Fwy =2 =0
2 +8=0
12° +8 = /-8
lb=-8 /:1
-8
3
T
r=+v-8
T =2
Polynomdivision:(—2)
(x3 +8 ):(x+2):x2—2x+4
—(z® 4227
—2z7 +8
—(—22% —4x)
4z +8
—(4z  +8)

0
lz? — 22 +4=0
+244/(-2)°—4-1-4

2-1
+2+ /12

Diskriminante negativ keine Lésung
rg = —2; 1-fache Nullstelle
1
"_9y— 1=

f"(=2) < 0 = Hochpunkt:(—2/0)

Ty/2 =

T1/2 =

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

23+ 8
f! (z) = T3
Zaehler = 0

r7 = —2; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xzg = 0; 2-fache Nullstelle

r<| 2| << |0|<x
fl(z) | + 0 — 0| +

r€]—o00;—2[ U ]0;00] f'(z)>0 streng monoton steigend

z €] —2;0[ f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung

—24
1@ =
Zaehler =0

keine Loesung

Nullstelle des Nenners aus f(x) tibernehmen
xg = 0; 2-fache Nullstelle

r<|0|<x
f'@) | — 10 —

z €] —00;0[ U ]0;00 f"’(x) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

N (L4322 —4)
f(L) - (1-x2)

Ableitung von f(x)

. . - - - J e - - - .
T f(z) f'(z) f"(z) z | flx) | f'x) | f'(z)
-7 | —45 0,977 —0,01 0 | —o0 1 00
—63 | —3,59 0,971 —0,0134 ;| -125 ] 652 [ —385
-6 | —33 3 -0 1] 0 9 —24
52 | —2,63 0,952 -0, 0262 15 272 [337] —4,74
-5 | 24 0,936 —0,0384 2 4 2 -1,5
43 | -1,7 0,912 [ —0,0585| |25 | 422 [ 1,51 | —0,614
—4 | 1% 0,875 —0,0938 3 [ 52 1,3 | —0,296
-3z -5 0,813 —0,16 33| 652 | 1,19 —0,16
-3 | -3 0,704 —0,296 41 63 [1,13 [—0,0938
27| —-&% 0,488 —0,614 431 7,3 [ 1,09 | —0,0585
-2 0 —0,000153 | —1,5 5 | 72 11,06 | —0,0384
-13 [ - & —1,37 —4,74 53 | 8,37 | 1,05 | —0,0262
-1 [ -2 -7 —24 6 [ 8% | 15 —
-2 | —-13% —63,2 —385 65 | 9,41 | 1,03 | —0,0134
0 —00 1 00 7195 [ 1,02] —0,01
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eFunktion/Faktorisieren
—3 4+ 322 — 4
r = -
/(@) —222 -3z —41
Zaehler faktorisieren:
— 234322 -4=0

— 234322 -4=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1

Aufgabe

(—x%  +327 -4 Vi(z+1l)=—-2"+4r -4

—(=a* ¥

4z —4
—(42®  +4x)

—4x —4
—(—4z —4)

0

— 2244 —-4=0
Ak 24 (1) (—4)
2-(=1)

Ti/2 =

—-4++0
np= T

—440
Ty/2 = )
—4+0 oy — —4-0

-2 SR
xr1 =2 To =2
x1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 2-fache Nullstelle

xr1 =

Nenner faktorisieren:

xr1 = -3 To = -3
xg = —3; 2-fache Nullstelle

Faktorisieliter Tejr(m: )2

—(z+1)(x—2

f (x) = 1 2

o Definitionsbereich: D=R\{-3}
223 — 622 +8

f@)=—7F7"F""+

22 +6x+9
Polynomdivision :

(19)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

236

https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad

Losungen

(223 —622 +8  ):(z*4+6x+9)=2x—18
—(22® 41222 +18z)
—18z7  —18x  +8
—(—182z% —108z —162)
90z  +170
90z + 170

=27 — 184
@) x +9&2—&—6ac—|—9

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(@) = (622 —12x) - (22 + 62 +9) — (223 — 622 + 8) - (27 + 6)
(22 4 6x +9)2
(6z* + 242% — 1822 — 108z) — (42* — 3622 + 162 + 48)
(22 + 62 +9)?

2zt + 242® + 1827 — 124z — 48

(22 + 62+ 9)2
2z + 242® + 1827 — 124z — 48

(22 + 62+ 9)2
2(z +10,6)(z + 3)(x + 0,377)(z — 2)

(z +3)*
2(z +10,6)(z +0,377)(z — 2)
(x+3)3
22°% + 1822 — 362 — 16
3 + 922 + 27x + 27

f(x) =

(622 + 362 — 36) - (2 + 922 + 27z + 27) — (223 + 1822 — 36z — 16) - (322 + 18z + 27)

(23 + 922 4 27x + 27)2

(62° + 90z* + 45023 + 81022 — 972) — (62° + 90x* + 27023 — 21022 — 1,26 - 10°z — 432)

(23 + 922 + 27x + 27)2
 180a% 41,02 - 10%°22 + 1,26 - 103z — 540
B (23 + 922 + 272 4 27)2
18023 +1,02- 1022 + 1,26 - 10%2 — 540
B (23 + 922 + 272 + 27)?

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

20° — 62° +8 =0

x4 = —1; 1-fache Nullstelle

x5 = 2; 2-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 3| <z<|-l|<z<|2|<2x

fl)y| — | 0 — 0 + 0| +
z€]—1;2] U ]2;00[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

x€l—o0; =3[ U ]—=3;—1] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Grenzwerte und Asymtoten:

-1+ - — =)
lim g Z? =00
T—00 1 5
S
(=14 = - 3)
lim g il =00
T——00 =
1 2
Pem o)
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Losungen

Schiefe Asymptote:y = 2x — 18

lim
r——31
lim

T——3"

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =

(x + 3)2

(x + 3)2

2 +1)(z—2)*

2(z +1)(z — 2)? _

—00

-3

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
+ 1822 — 362 — 16
@3 + 922 + 272 + 27

223 + 1822 — 362 — 16 =0

f'z) =

23

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:2

(22® 182 36z —~16 Y:(x—2) =222 422z +8
—(22% —4a2?)
2227 —36x —16
—(222% —44x)
8z —16
—(8x —16)
—7,11-10° 7
2% 4+ 220 +8=0
—224++/222 -4.2-8
Ty/2 = 2.9
—22 + /420
S T
—22420,5
Ty = ——F
—22 + 20 5 —22-20,5
r=—" Tog=———
T = —0,377 zo = —10,6
zg = —10,6; 1-fache Nullstelle
xz7 = —0,377; 1-fache Nullstelle
rg = 2; 1-fache Nullstelle

F7(=10,6) = 0,515 > 0 = Tiefpunkt:(—10,6/ — 52, 8)

1

J7(=0,377) =
1" (=0,377) < 0 = Hochpunkt:(—0,377/1,02)
f(

—2,67

"(2) = 0,388 > 0 = Tiefpunkt:(2/0)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

, 223 + 1822 — 362 — 16
f (.1‘) = 3 2
3 + 9= + 27z + 27
Zaehler = 0
rg = —10,6; 1-fache Nullstelle
10 = —0,377; 1-fache Nullstelle
r11 = 2; 1-fache Nullstelle

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen

r12 = —3; 2-fache Nullstelle
r<|—-10,6 | <z< |3 |<zx<|-0,37T7T | <zx<|2]|<x
f(x) | + 0 - 0 + 0 - 0] +
€] —o0;—10,6[ U ]—3;-0,377] U ]2;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend
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r€]—10,6;-3[ U |—0,377;2] f'(z) <0 streng monoton fallend

o Kruemmung
18023 + 1,02 - 10322 + 1,26 - 1032 — 540

7 o
Fiz) = 20 + 182% + 1352 + 54023 + 1,22 - 10322 + 1,46 - 103z + 729
Zaehler =0

18022 +1,02-10%2% + 1,26 - 1032 — 540 = 0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 3

(1802  41,02-10%2% 41,26 10%z —540 ): (z+3) = 1802 + 480z — 180
— (18023 +54022)
480z +1,26 - 10°z —540
— (480> +1,44 - 10%z)
—180z —540
—(—180z —540)
2,27-10° 1

18022 + 480z — 180 =0
—480 + /4802 — 4 - 180 - (—180)

Ty/2 =

2.180
— 480 + /3,6 - 10

T1/2= 360
— 480 +600

12 = 735

L 480600 480 — 600

1™ 7360 27 7360
xr1 = = To = *3

213 = —3; 2-fache Nullstelle
1
114 = g; 1-fache Nullstelle

Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen
x15 = —3; 2-fache Nullstelle

r<[-3]<az<[i]|<u=
ffle) | + 10 - 0] +

r€]—o00;—3[ U Jz;00[ f’(z) >0 linksgekriimmt

I3

1
z€l—3; g[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

f(z) = w

—L-22-3.2—41)

Ableitung von f(x)

T f(x) f'(z) f"(z) r | f(z) f'(z) f"(z)
-7 | —602 —6,75 —5,16 0 : —0,592 | —0,741
—65 | —6433 —10 —8,2 z s —0, 682 0,2
-6 | —Tlg —15,4 —14,1 1 i —0,5 0,469
—52 | —81 —25,2 —2605 1L & —0,25 0,512
-5 | —98 —45,5 —60 2 0 | —4,9-10%] 0,48
—45 | 1315 | 97,3 —172 2; | =5 0,426
—4 | —216 —288 —780 3] = 0,426 =
—33 | —605 [ —1,96-10% | —1,11-10" 33 10,479 0,598 0,319
-3 00 29387957 —00 4 L 0,746 0,275
—27 | —243 | 1,25-10° [ —8,18-10° 47| 12 0,874 0,237
-2 | =32 112 —420 5 | 14 0,984 0,205
-13 [ 53 21,3 —65,2 57 | 2,2 1,08 0,178
-1 0 4,5 —15 6 | 2% 1,16 0,155
—3 1 0,401 —3,84 63 | 3,37 1,24 0,136

0 g —0,592 —0,741 7 4 1,3 =
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
323 — 1022 + 7w — 12
f(x) =

Zaehler faktorisieren:
323 — 1022 + 72 — 12 =0

322 — 1022+ 72 —12=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:3
(3z®  —102> +7x —12 ):(z—3)=32> -z +4

—(3z® —927)
—z? +7x  —12
—(—2* +3z)
4z —12
—(4z  —12)
0

322 —z4+4=0
+1+4/(-1)>—4-3-4

Ty = 2.3
+1£+/—47

Diskriminante negativ keine Losung
r1 =3; 1-fache Nullstelle

Ti/2 =

Nenner faktorisieren:
r—3=0

r—3=0 /+3
=3
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

Faktorisiertgr T?rm: )
(x—3)

o Definitionsbereich: D =R\ {3}
e Term gekiirzen

flx) = 3(x? -tz +13)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
fx)=3z> -z +4

f(x) =6z —1

f' (@) =6

1
F(:E):/(3x2—x+4)dx:x3—§x2+4x+c

o Definitions- und }Yertebereich:
]D) = R = _
W=13 12’ oo

o Grenzwerte: ) A
f(z) :352(3—;‘*‘;)
lim f () =300 = o0

lim_f(2) = [3- (~00)) = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse

(20)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 241

https://fersch.de



Gebrochen rationale Funktion Zahlergrad > Nennergrad

Losungen

fl-a)=3-(-2)" =1 (~z) +4
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=322—24+4=0

322 —x+4=0
+144/(-1)>—4-3-4

Ty/2 = 9.3
+1 £ +/—47
Ty = ———F

6
Diskriminante negativ keine Losung

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
reR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(z)y=6x—-1=0

6x = /:6

1
==

6

1
==

61
T = 6; 1-fache Nullstelle

1 1 11
(=)= Tiefpunkt:(=/3—
f(6) 6 > 0 = Tiefpun t(6/312)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
I

T <
fx) | =

6 <z
0
1 ) .
x 6]6; oo[ f'(x) >0 streng monoton steigend

+

z €] —o0;=[ f'(z) <0 streng monoton fallend

ol

e FEingeschlossene Fliache mit der x-Achse
keine Fléche

Funktionsgraph und Wertetabelle
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Losungen

g 3231022472 —12
fla) = G ety

Ableitung von f(x)

—6 —4 -2 2 4 6
[ J@ [ F@ [ )] [= F@) | ()
-7 [ 158 [ -43] 6 0 —1 6
1
—65 [ 1377 ] —40 | 6 z 2 6
—6 | 118 [ =37 | 6 1 5 6
53 [1007 | =34 | 6 17 8 6
—5 | 84 [ =31 ] 6 2 11 6
—45 [ 697 | —28 | 6 23 14 6
-4 | 5 [ -25] 6 3 17 | NaN
—33 [ 447 | 22| 6 33 20 6
-3 [ 3 [ -19] ¢ 4 23 6
-2 [ 25; | -16 | 6 47 26 6
—2 | B8 [-13] 6 5 29 6
-12 [ 122 | -10 | 6 53 32 6
-1 8 —7 6 6 35 6
-2 ] 53 | —4 6 65 38 6
0 4 | -1 6 7 41 6
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3 — 622+ 11z — 6
f(x) =

Zaehler faktorisieren:
2 —622+ 1l —6=0

22 =622+ 11z —-6=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z3 —62>  Hllz -6 ):(zx—1)=2>—-5x+6
—(z®  —a?)
—52°  +1lz  —6
—(—52%  +5z)
6x —6
—(6z —6)
0

122 — 52 +6 =0
+5+4/(=5)°—4-1-6

2.1
+5+/1

5=£1

T2 = —5—

541 5—1
= ——0 xQZT

Ti/2 =

Ty/2 =

Tr1 = 3 To = 2

r1 =1; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle
r3 = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—2=0

r—2=0 /+2
r=2
r4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterl')I&erm:Q) ( 3)
z—1)(z—2)(x —
e Definitionsbereich: D =R\ {2}
e Term gekiirzen

z—1)(z—3
flo) - D=
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2*> -4z +3=(x—1)(x—3)
f(x)=2z—4
fll (LE) — 2

_ 2 _ I S

Fz)= [ (= 4x+3)d:17f3m 22 +3x+c¢

o Definitions- und Wertebereich:
D=R W =1[(-1),00]

o Grenzwerte:
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Losungen

fla) =221~ §+%>
Tim f () =1 o0%] = o0
i () =1 (o0 = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
fl-a)=1-(-2)* =4 (-2) +3

keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=2>—424+3=0

1z — 4z +3=0
+4+4/(-4)°—-4-1-3
1

Ti/2 =

2
+4+/4

2
4£2

Ty/2 =
Ty =
1 =3 o =1

x1 =1; 1-fache Nullstelle
xo = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|li<ax<|3|<z

f)| + |0 — 0] +
x €] —o0;1] U ]3;00[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

x €]1;3[ f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(@)y=22-4=0

x

T

x3 = 2; 1-fache Nullstelle

f"(2) =2 > 0 = Tiefpunkt:(2/ — 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|2|<x
fll) | — [0 +

z €]2;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

x €] —o0;2] f'(r) <0 streng monoton fallend

e Eingeschlossene Fliache mit der x-Achse

3 1
A:/ (332—4x+3)dx:{3x3—2x2+3x}
1 1

1 1
:(3-33—2-32+3~3)—(3-13—2-12+3~1)

3
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Losungen

—(-8,88-10"%) — (1) = —11
= (—8,88-107") (13>_ 13

Funktionsgraph und Wertetabelle

_Iiii "ZZ)Z z—6
fx) = S (Ol-zj;)l =

Ableitung von f(x)
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r J@OF@[J@] [ [J& [ @ ]«

—7 1 8 | —18 2 0 3 —4 2
1 1 1 1

—65 | 717 [ 17 2 z 11 -3 2

—6 | 63 | —16 2 1 0 ) 2

—5% | 553 | —15 2 12| -3 -1 2

—5 | 48 | —14 2 2 [ NaN | —2,9-10"12 [ NaN
1 1 1

—45 [ 417 [ 13 [ 2 25 | -3 1 2

—4 ] 35 | =12 2 3 0 2 2
1 1 1

—35 | 297 | —11 2 33 | 1% 3 2

-3 24 | =10 2 4 3 4 2
1 1 1

—21 1197 | -9 2 47 | 51 5 2

—2 | 15 -8 2 5 8 6 2
1 1 1

-1 [ 113 | -7 2 53 | 117 7 2

-1 ] —6 2 6 15 8 2
1 1 1 1

—z | 5% -5 2 63 | 197 9 2

0 3 —4 2 7 24 10 2
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Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3 — 212 — 52 +6
f(x) =

Zaehler faktorisieren:
22 =222 —5:4+6=0

22 =222 —524+6=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z3 —22? —5z 46 )i(z—1)=2>—2—6
—(z®  —a?)
—z? —5x +6

Tr1 = 3 To = -2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle
r3 = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—1=0

r—1=0 /+1
r=1
z4 = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterz')I&erm: 1( 3)
x 4+ xr — xr —
e Definitionsbereich: D =R\ {1}

e Term gekiirzen
F@) = (z+2)(z—3)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2>-2—-6=(x+2)(z—3)
f(x)y=2z-1

fll (LE) — 2

F(x):/(fox—ﬁ)dx: lxsf%zz—Gerc

3

o Definitions- und Wertebereich:

D=R  W=[(~67),00]

o Grenzwerte:
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Losungen

fla) =221 -1~ %)
Tim f () =1 o0%] = o0
i () =1 (o0 = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse

fl=o)=1-(-2)* =1 (-2) -6

keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flxy=2>-2-6=0

122 —2-6=0
+1j:\/ 1) —4.1-(=6)

Ti/2 =

+1++/25
Ty = ——FH 9

1+5

$1/2:T

145 1-5
xlzT J:QZT
1 =3 To = —2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <rx<|3|<zx

flx) | + 0 — 0| +
z €] —o0;—2[ U ]3;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;3] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(@)y=22-1=0

2w—1=0 /+1

2w=1 /:2
1
=
2
1
x=-
21
T3 = 5; 1-fache Nullstelle
11 ]‘ . ]- ].
f"(z) =2 > 0= Tiefpunkt:(=/ — 6-)
2 2 4
o Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
x < 5 <z
ff@)| = 0] +
1
x 6]5; oo f'(x) >0 streng monoton steigend
x €] — 00; 5[ f'(r) <0 streng monoton fallend

e Eingeschlossene Flidche mit der x-Achse
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(1-z—1)

Ableitung von f(x)
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Losungen

r @ [T@ @] [ @ [ F@ 7@
-7 50 —15 2 0 —6 -1 2
1 3 1 T
—65 | 427 | -4 2 5 | =67 0 2
—6 36 —-13 2 1 | NaN 1 NaN
1 3 I 1
=551 29% | —12 2 15 | =57 2 2
-5 24 —11 2 2 —4 3 2
1 3 I I
—45 | 187 | —10 2 25 | =27 4 2
—4 14 -9 2 3 0 5 2
1 3 1 3
—35 | 9% -8 2 33 24 6 2
-3 6 -7 2 4 6 7 2
1 3 I 3
—25 | 2% —6 2 45 97 8 2
-2 0 -5 2 5 14 9 2
I I I 3
15| =27 | —4 2 95 | 18% 10 2
—1 —4 -3 2 6 24 11 2
1 1 1 3
-5 | =57 | 2 2 65 | 293 12 2
0 —6 -1 2 7 36 13 2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

251

https://fersch.de



	1 Gebrochenrationale Funktion
	2 Gebrochen rationale Funktion Zählergrad < Nennergrad
	2.1 Aufgaben
	2.2 Lösungen

	3 Gebrochen rationale Funktion Zählergrad = Nennergrad
	3.1 Aufgaben
	3.2 Lösungen

	4 Gebrochen rationale Funktion Zählergrad > Nennergrad
	4.1 Aufgaben
	4.2 Lösungen


