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Algebra

1 Algebra

1.1 Grundlagen
1.1.1 Mengen

Definition

Eine Menge (Groibuchstaben) besteht aus unterscheidbaren Elementen.

Mengen in aufzihlender Form

A ={a;b;c}

Mengen in beschreibender Form
M = {z|z hat die Eigenschaft E}

€ Element - ¢ nicht Element

M = {a;b;c}

beM

e ¢ M

C Teilmenge - ¢ nicht Teilmenge
A ={a;b;c;d; e}

B = {b;c}

C={bic; f}

B C A Jedes Element von B ist auch Element von A.

C ¢ A Nicht jedes Element von C ist auch Element von A.

Gleichheit A = B

A ={a;b;¢c;d; e}

B = {a;b;c;d; e}

A = B Jedes Element von A ist auch Element von B.
Jedes Element von B ist auch Element von A.
Leere Menge {}

A={}=0

Menge A enthéilt keine Elemente.

1.1.2 Mengenoperationen

Schnittmenge N

A ={c;d;e}
B = {a;b;¢;d}
ANB={c¢d}

Alle Elemente die in A und zugleich in B enthalten sind.
Vereinigungsmenge U
A ={cd;e}

B = {a;b;c;d}

AUB = {a;b;c;d; e}

Alle Elemente die in A oder B enthalten sind.
Differenz

A ={cd;e}
B = {a;b;c;d}
ANB={e}

Alle Elemente die in A, aber nicht in B enthalten sind.
Produktmenge x

AXB={(z,y)lx € Ay € B}

A={c;d;e}

B = {a; b}

A x B = {(c,a); (c,b); (d,a); (d, b); (e, a); (e,b) }

Die Menge aller geordneten Paare (x,y).

re€Aund y € B

1.1.3 Zahlenmengen

Natiirliche Zahlen
N=1{1;2;3;4;...}

Natiirliche Zahlen und Null
No ={0;1;2;3;4;...}

No =NU {0}

N C Ny

Ganze Zahlen
Z={.;-2-1;0;1;2;...}
NcCcNyCZ

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen @Q sind

e Bruchzahlen

e endliche Dezimalzahlen

e unendliche periodische Dezimalzahlen

Q= {§|pemqu}
NCNyCcZcCQ
Irrationale Zahlen

Irrationale Zahlen I sind unendliche nicht periodische Dezimalzahlen.

Reelle Zahlen
Reelle Zahlen R sind
e rationale Zahlen Q
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Grundlagen

e irrationale Zahlen I

R=QUI

R = {jeder Punkt auf dem Zahlenstrahl}
NcNocZcQcR
Vergleichszeichen

a=1b a ist gleich b

a#b a ist ungleich b

a<b a ist kleiner als b
a>b a ist grofler als b
a<b a ist kleiner oder gleich b

a>b a ist groBer oder gleich b

1.1.4 Primfaktoren - ggT - kgV

Primzahlen

Eine Primzahl ist eine ganze Zahl, die nur durch eins und sich selbst teilbar ist.

Primfaktorenzerlegung
Zerlegung einer natiirlichen Zahl als Produkt aus Primzahlen.

Teilbarkeitsregeln

Eine Zahl ist durch ...

2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 2, 4, 6, 8 oder 0 ist.
3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

4 teilbar, wenn ihre letzten 2 Stellen durch 4 teilbar sind.
5 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine 5 oder eine 0 ist.

6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

8 teilbar, wenn ihre letzten 3 Stellen durch 8 teilbar sind.
9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

10 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine O ist.

12 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 4 teilbar ist.

15 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 5 teilbar ist.

18 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 9 teilbar ist.

Die Quersumme einer Zahl, ist die Summe ihrer Ziffern.
Vielfachmenge V(a)

Alle Vielfachen einer natiirlichen Zahl a.

Teilermenge T(a)

Alle ganzzahligen Teiler einer Zahl a.

Grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a,b)

Methode 1: Aus den Teilermengen von a und b den grofiten Teiler ablesen.
Methode 2: Das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren bilden.

Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a,b)

Methode 1: Aus den Vielfachmengen von a und b das kleinste Vielfache ablesen.

Methode 2: Das Produkt aller Primfaktoren von a und den zusatzlichen Primfaktoren von

b bilden.

1.1.5 Grundrechnungen

Addition

a + b = c
1.Summand 4+ 2.Summand = Summe
Subtraktion

a - b = C
Minuend - Subtrahend = Differenz
Multiplikation

a . b = C
1.Faktor - 2.Faktor = Produkt
Division

a : b = C
Dividend : Divisor = Quotient
a Dividend tient
biC Divisor Quotien

1.1.6 Grundrechenregeln

Kommutativgesetz
a-b=b-a
a+b=b+a
Assoziativgesetz
(a-b)-c=a-(b-c)
(a+bd)+c=a+(b+c)
Distributivgesetz
a-(b+c)=a-b+a-c
Reihenfolge der Rechenarten

e Klammern vor

e Potenzierung vor

e Punktrechnung (Mulitiplikation und Division) vor
e Strichrechnung (Addition und Subtraktion)

e von links nach rechts
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1.1.7 Vorzeichenregel

Vorzeichen und Klammern

+(+a) = +a
+(—a) = —a
—(4a) = —a
—(—a) =+a
Multiplikation
+a- (+b) = +c

—a-(=b)=+c
+a-(=b)=—c
—a- (+b) = —c
Division

— = +4c

— = +c¢

= —C

A_Edition und Subtraktion

Bei gleichem Vorzeichen werden die Betrage addiert. Das Ergebnis erhélt das gemeinsame
Vorzeichen.

Bei verschiedenen Vorzeichen werden die Betrdge subtrahiert. Das Ergebnis erhélt das
Vorzeichen der Zahl mit dem gréferem Betrag.

Betrag einer Zahl

T x>0

-z <0

0 z=0

|z =

1.1.8 Briiche
Bruch

Dividend : Divisor = Quotient
Dividend  Zahler _ g  Wert des Bruchs

~ Nenner N

Divisor

Besondere Briiche
e Echter Bruch: Nenner grofler als Zéhler
e Unechter Bruch:Zahler groler als Nenner

e Gemischte Zahl: Ganze Zahl + Bruch

e Stammbriiche: Zahler ist 1

e Gleichnamige Briiche: Nenner ist gleich
eUngleichnamige Briiche:Nenner ist verschieden

e Kehrwert:Zahler und Nenner vertauschen
eScheinbriiche:Scheinbriiche sind natiirliche Zahlen
Erweitern von Briichen

Zéhler und Nenner mit der gleichen Zahl multiplizieren
a a-c

b b-c

Kiirzen von Briichen

Zghler und Nenner mit der gleichen Zahl dividieren

[}

a_a:c

b b:c

e Zihler und Nenner durch den ggT(Zahler;Nenner) teilen
99T (a,b) = c

a_a:c

b b:c

e Zihler und Nenner in Primfaktoren zerlegen und gleiche Primfaktoren kiirzen
Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche
Zahler addieren bzw. subtrahieren

a b a+
c ¢ ¢
a b a-b
¢ ¢ ¢

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche
Briiche durch Erweitern gleichnamig machen

e Hauptnenner: Produkt der beiden Nenner
Erweiterungsfaktoren: d und b

e,¢c_oad, cb_adtch
b d b-d b-d b-d
a_¢c_ad cb_ad-cbh
b_d b-d b-d  b-d

e Hauptnenner: kgV(b,d)=c
Erweiterungsfaktoren: 7 und §
Multiplikation von Briichen

%éihlcer mc?l CZéihler und Nenner mal Nenner

b'd b-d
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Division von Briichen
Mit dem Kehrwert des Bruches multiplizieren

Bruch durch Bruch
a ¢ a d a-d

b'd b e bee
Bruch durch Zahl

a
b_o, ol _a
e b b e b-e
Zahl durch Bruch
€.t d_ced
C7'd 1 ¢ ¢
d

Doppelbruch

a
b_6.c_ad_ad
C7b'd b ¢ b-c
d

1.1.9 Dezimalbruch

Bruch - Dezimalbruch

e Erweitern des Bruchs auf Zehntel, Hundertstel, Tausendstel usw.
o Werte in die Stellenwerttafel einsetzen.

e Schriftliches Dividieren

Dezimalbruch - Bruch

e Endlicher Dezimalburch:

Nachkommazahl (Dezimalen) als Zahler und im Nenner die entsprechende Stufen-
zahl(10,100,1000)

e Periodischer Dezimalbruch:

Periode beginnt direkt nach den Komma

Nachkommazahl (Dezimalen) als Zéhler und im Nenner den entsprechenden Bruch mit 9
(9,99,999)

Multiplizieren oder Dividieren mit Stufenzahl

e Multipliziern einer Dezimalzahl mit:

10 - Komma um 1 Stelle nach rechts verschieben

100 - Komma um 2 Stellen nach rechts verschieben

1000 - Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben

e Dividieren einer Dezimallzahl durch:

10 - Komma um 1 Stelle nach links verschieben
100 - Komma um 2 Stellen nach links verschieben
1000 - Komma um 3 Stellen nach links verschieben

Runden von Dezimalbriichen

Ziffer der zu rundenten Stelle bestimmen.

e Ist die nachfolgende Ziffer 0,1,2,3,4, dann wird abgerundet. Die gerundete Stelle bleibt
unverandert

e Ist die nachfolgende Ziffer 5,6,7,8,9, dann wird aufgerundet. Die gerundete Stelle wird
um eins erhoht.

e Wenn nach dem Komma gerundet wird, werden die nachfolgenden Ziffer weggelassen.
e Wenn vor dem Komma gerundet wird, werden die nachfolgenden Ziffern durch Null
ersetzt.

Wissenschaftliche Zahlendarstellung

e Definition

z=m-10"

m - Mantisse 1<m<10

n - Exponent
10 - Basis

r1 =mq - 10m To =My * 102

e Multiplikation

T, -Tg =Mq - 10™ Mg - 10™2 = mq -m210”1+"2
e Division

T _ mq - 10™ _ ﬂlom—na
T2 meo - 1072 ma
e Addition

Gleiche Exponenten:n = ny = ny

1+ x2 =mq - 10" + mg - 10" = (mq + me)10"
e Subtraktion

X1 — g =M7 - 10™ — mao - 10" = (m1 — m2)10”

1.1.10 Schriftliches Rechnen

Schriftliche Addition
1. Summand + 2.Summand = Summe
Zahlen stellenweise untereinander schreiben.
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Komma unter Komma - Einer unter Einer usw.

1.Summand (obere Zahl)
+ 2.Summand (untere Zahl)

Ubertragszeile

Summe (Ergebniszeile)
Von rechts beginnend die einzelne Ziffen addieren.
Obere Ziffer + untere Ziffer oder
Obere Ziffer + untere Ziffer + Ubertrag
- Ist das Ergenis kleiner als 10, wird das Ergebnis in die Ergebniszeile geschrieben.
- Ist das Ergebnis grofler als 9, wird die Einerziffern in die Ergebniszeile geschrieben. Die
Zehnerziffer schreibt man in die néchste Spalte der Ubertragszeile.

Schriftliche Subtraktion
Minuend - Subtrahend = Differenz
Zahlen stellenweise untereinander schreiben.
Komma unter Komma - Einer unter Einer usw.

Minuend (obere Zahl)
- Subtrahend (untere Zahl)

Ubertragszeile

Differenz (Ergebniszeile)
Von rechts beginnend die einzelne Ziffern subtrahieren.
Obere Ziffer - untere Ziffer oder
Obere Ziffer - (untere Ziffer + Ubertrag)
Ist das Ergebnis grofler gleich als Null, wird das Ergebnis in die Ergebniszeile geschrieben.
Ist das Ergebnis kleiner als Null, fiigt man bei der oberen Ziffer eine Zehnerstelle hinzu,
so dass das Ergebnis grofler gleich Null wird. Die Einerziffer kommt in die Ergebniszeile.
Die Zehnerziffer schreibt man in die néichste Spalte der Ubertragszeile.
Schriftliche Multiplikation
1. Faktor - 2. Faktor= Produkt
linke Zahl - rechte Zahl = Ergebnis
Die einzelnen Ziffern der rechten Zahl mit der linken Zahl multiplizieren.
Das Ergebnis unter die Ziffer der rechten Zahl schreiben.
Die Ergebnisse addieren.
Die Nachkommastellen der beiden Faktoren addieren und beim Ergebnis das Komma
setzen.
Schriftliche Division
Dividend : Divisor = Quotient
linke Zahl : rechte Zahl = Ergebnis
Enthélt der Divisor(rechlte Zahl) ein Komma, wird das Komma beider Zahlen um soviel
Stellen nach rechts verschoben, bis der Divisor eine ganze Zahl ist.
Versuch die erste Ziffer (die ersten beiden Ziffer usw.) der linken Zahl durch die rechte

Zahl zu teilen, bis man bei der Teilung eine ganze Zahl erhélt.

Das Ergebnis der Teilung mit der rechten Zahl multiplizieren und von den verwendeten
Ziffern subtrahieren.

Die néchste Ziffer der linken Zahl an das Ergebnis anfiigen und wieder versuchen zu
teilen.

Ein Komma im Ergebnis entsteht,

- wenn man eine Ziffer, die nach dem Komma steht anfiigt.

- wenn die linken Ziffern einer ganzen Zahl aufgebraucht sind und man eine Null anfiigt.

1.1.11 Bruchteile - Prozent - Promille

Bruchteile

1 Anteil
e Bruchteil (relativer Anteil) = absoluter Anteil

Ganze

e absoluter Anteil = Bruchteil - Ganze

absoluter Anteil

G =
¢ Lanze Bruchteil
Prozent
e p% = 1](%0 p Prozent = p Hundertstel

e Prozentsatz= Bruchteil -100 %

Prozentsatz

Bruchteil=
e Bruchtei 100%

p - Prozentzahl
p% - Prozentsatz
Promille

D
* %= 1000

e Promillesatz= Bruchteil -1000 %o

p Promille = p Tausendstel

Promillesatz

e Bruchteil=
1000%y0

p - Promillezahl
p%o - Promillesatz
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1.1.12 Prozentrechnung

Prozentrechnung
G
Verhiltnisgleichung: —~ = ——
e Verhiltnisgleichung ) 100
p-G
P, == P, = -G
100 P%
P,-1 P,
e G = P - 100 G=—
p p%
P, - 100 o _ P
oD = —— - Y
p Ie p7o a

G - Grundwert
p - Prozentzahl
p% - Prozentsatz
P, - Prozentwert

1.1.13 Promillerechnung

Promillerechnung
w G
héltnisgleichung: — = ——
e Verhiltnisgleichung » 1000
p-G
P,=— P, = -G
1000 P
P, - 1000 P,
[ ] G = G =
p p%o
P,, - 1000 % Py
[ ) = — —_ —
p e Pho =7

G - Grundwert

p - Promillezahl
p%o - Promillesatz
P,, - Promillewert

1.1.14 Prozentuale Ab- und Zunahme

Prozentuale Ab- und Zunahme

e Endwert= Anderungsfaktor - Anfangswert

eProzentuale Zunahme ¢ > 1

q=1+ 155 p=(qg—1)-100
Endwert=Anfangswert+ Verdanderung
eProzentuale Abnahme 0 < ¢ < 1
g=1-3 p=(1-¢g)-100
Endwert=Anfangswert-Verinderung
A - Anfangswert

E - Endwert

q - Anderungsfaktor

p - Prozentuale Zu- bzw. Abnahme

1.1.15 Potenzen

Definition
a*=a-a-a-...-a
—_———

n—Faktoren
a = Basis n = Exponent
a®=1 at=a
Basis: 10
10°=1 10t =10
Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)
=1 el=e

Potenzen multiplizieren

gleiche Basis - Exponenten addieren
am . an — am-l—n

10™ . 10" = 10™*"

em m+n

Potenzen dividieren

e =e

gleiche Basis - Exponenten subtrahieren

a™ q" = g = gm "
a
0™
10™ 10" = Tom = 1m=n
em e = ﬁ —em—n
e

Potenz ausklammern

gleicher Exponent - Exponent ausklammern

a” - b" = (ab)™
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@ (g an a\ =
w3 bE (5)

Potenz in der Potenz
Exponenten multiplizieren
(1om™)™ = 10m™

Potenzen mit negativem Exponenten

a " =1
an
—n _ _1
107" = 15
e = L

en

Potenz - Wurzel
av =3a  a>0
10» = /10

|

Potenz mit rationalem Exponenten

a® = {/am a>0

10% = /107

en = {/em

Potenzen mit rationalem (negativ) Exponenten
_m 1

= = e a>0
—_m 1
10 - ¥iom
e =
= v

1.1.16 Wurzeln

Wurzel - Potenz

Va=ar

n - Wurzelexponent a - Radikand
Quadratwurzel: Va
Kubikwurzel: Ja

Wurzeln multiplizieren
Ya- Vo= Va-b
1 1 1
aw -bn = (ab)w
gleiche Exponenten - Exponent ausklammern
Wurzeln dividieren

gleiche Exponenten - Exponent ausklammern
Wurzel in der Wurzel

(aw)m = am=

Nenner rational machen

Waurzel (irrationale Zahl) aus dem Nenner entfernen

e Erweitern des Bruchs mit der Wurzel
a av/c ay/c ay/c

b/e  b/eye  b(ye)?  be
a ave+d _ave+d ave+d

bWetd bvetdverd b(Verd? ble+d)

e Erweitern mit der 3. Binomischen Formel

a alb—o) _ a(b—ye) _alb— @)

btve (b+Volb—+ve B-(Vo2 ?-c

1.1.17 Logarithmen

Definition
c=logya < b =a
b = Basis a = Numerus

Basis: 10
log gz = lgx
10" =z
lgl0* =z

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)
log.x =Inzx
6lnm =z

Ine* =z

Logarithmen addieren
log.a +1log.b = log.(a-b)
lga+1gb = lg(a-b)
Ina+1nb =In(a-b)
Logarithmen subtrahieren
log,a —log.b =log,

lga —lgb=1g 7

lna—lnb:ln%

www.fersch.de

11



Algebra

Grundlagen

Logarithmus von der Potenz
log.a™ = nlog,a

logea™ =nlog,a=n

lgl0™ =n

lne™ =n

Basisumrechnung von Logarithmen
logca _lga _Ina

log,. b ~lgb  Inb
Logarithmus von der Wurzel

log, ¢/a = Llog.a

log, a =

1.1.18 Proportionalitat

Direkte Proportionalitit

y ist ein vielfaches von x

y=m-x

Proportionalitdatsfaktor: m

y ist direkt proportional zu x: y ~ x

Direkte Proportionalitdt = quotientengleich
Tabelle:
x1‘$2‘$3‘$4‘..
yl‘y2‘93‘y4‘~
Y1 Y2 Y3 Ya
m=-—=>== ==.

X1 i) T3 XTq

Funktionsgleichungen:

y=m-x =2 m=1Y
m

Graph: Urspungsgerade

Indirekte Proportionalitét

y mal x ist konstant

k=y-x

y ist indirekt proportional zu x: y ~ %

Indirekte Proportionalitidt = produktgleich
Tabelle:

1‘1“%2‘1'3“%4‘..

vilve [ws [ual-

k=y1 -1 =Y2 -T2 =1Y3 T3 = Y4~ T4g..

Funktionsgleichungen:
k k

y = — €Tr = — k = y -
z Y

Graph: Hyperbel
Dreisatz - Verhialtnisgleichung

Yi Y2 ) . o
— = — = Y1:T1 =Y2 T2
z1 T2 Y1 Y2

Y1 -T2 = T1 Y2

_ Y21 Y1 x2
B =—— Yo = —
Z2 Z1
T2 Y1 €1 Y2
xr1 = T =
Y2 Y1

1.1.19 Zahlensysteme

Zahl mit Basis B in Dezimalzahl
e Definition

Zp =Y oZiB'=Z,B"+ ..+ Z1B' + ZyB°
Basis: B Zifftern:Z,,, ..., Z1, Z
Basis: | .. | B3| B?[ B | B°

Ziff@’f"ﬂ P I Zg Z2 Zl ZO

Ziffern:0;1;2,3;4;5;6;7;8;9; A = 10; B=11;C = 12;

D=13;E=14;F =15

e Dezimalsystem

Basis: 10 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Zo =Y Zi10" = Z,10™ + ... + Z110" + Z,10°

e Dualsystem (Bindrsystem)

Basis: 2 Ziffern:0,1

Zo =31 0220 = Z,2" + ...+ Z12' + Z,2°

e Hexadezimalsystem

Basis: 16 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,.D,F

Zio = 1o 2l6" = Z,16™ + ... + Z116" + Z,16°

Dezimalzahl in Zahl mit Basis B

e Dezimalzahl durch die neue Basis teilen

e Ergebnis ist ein ganzzahliger Anteil und der Rest
e ganzzahligen Anteil wieder teilen
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® Usw.
e bis der ganzzahlige Anteil gleich Null ist
e die Ziffern der Reste von unten nach oben abschreiben

1.1.20 Folgen und Reihen

Arithmetische Folge

Q15025 A35 AL} ennneenn ap, neN

aj;a; +d;a1 +2d;.. 501 + (n—1)d; ...
Differenz: d = an41 — an

explizite Darstellung: a,, = a1 + (n — 1)d
rekursive Darstellung: a,4+1 = a, +d

Summe:

Sp =Y pey (ag) = a1 +as+az+ ...ap

sn = Yo (@) = 2955 = 3 201+ (n = 1) - d)
Geometrische Folge

1309} 435 A5 eeeeenn a, neN
R N —1.

ay;a14q;a1q 7"‘aa1qn )

Quotient: ¢ = 2o+t

An
explizite Darstellung:a,, = a1q
rekursive Darstellung: a,4+1 = a, - ¢

n—1

Summe:
n
Sp = 1 (ax) = a1 +az +az+ ....an
_ n k—1 __ -1 _ 1—g"
Sn = Zk:l ai - q =177 = a1,

Fibonacci-Folge
a; = ]., a9 = 1
Addition der beiden vorherigen Zahlen.
rekursive Darstellung:a,, = ap—1 4+ apn—2 n >3
explizite Darstellung:
o= ()" ()

n =/ 2 2
Spezielle Folgen und Reihen
eNatiirliche Zahlen: 1;2;3;4;..n
Summe:
S0 =0 i= B+ 1)
Geraden Zahlen: a,, = 2;4;6;8;..2n
Spn=r,2i=n(n+1)
eUngeraden Zahlen: 1;3;5;7;..2n — 1
Summe:

Sn =i (20— 1) = n?

Addiert man die ersten n ungeraden Zahlen, so ist die Summe n
e Quadratzahlen: 1;4;9; 16;..n2

Summe:

Sn= 1 q1°=2(Mn+1)(2n+1)

e Kubikzahlen: 1,8,27,64, 125, 216, 343, ..n>

Summe:

sn= Y = (3(n+ 1) =2 (n+ 1)

2

1.1.21 Komplexe Zahlen

Imaginire Einheit
Die komplexen Zahlen C sind eine Erweiterung der reelen Zahlen R, um die imaginére
Einheit i (j). Die reelen Zahlen R sind eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen C.

RcC
i?=—1
7;4n =1 7;4n+1 =1 Z'4n+2 =1 7;4n+3 = —3
n ez
Kartesische Form der komplexen Zahl
z=x+1y
x=Rez y=Imz
x Realteil
y Imaginarteil

Polarformen der komplexen Zahl
eExponentialform
z = re'?
eTrigonometrische Form
z = r(cosp + isinp)
r Betrag von z
© Argument,Winkel,Phase DEG/RAD

Konjugiert komplexe Zahl z*
z=x+1y r=z=x—1y
2 = re'® 2% = e
z=r(cosp +ising) 2z*=r(cosp —isiny)

Rechnungen in kartesischer Form
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21 =1 +1iYy1 22 = T2 + 1Y
eAddition

21+ 29 = (x1 +iy1) + (x2 + iy2)
21+ 20 = (x1 +x2) +i(y1 +y2)
eSubtraktion

21 — 23 = (x1 +iy1) — (x2 + iy2)
2 — 2= (1 —x2) + 0 (Y1 — y2)
eMultiplikation

2129 = (x1 + i) (T2 + iy2)
2120 = (T122 — Y1y2) + i (T1Y2 + T2y1)
eDivision

z1 _ w1ty

z92 o + ’Lyg )

21 (z1 +ayr) (w2 — iy2)

2 (w2 +iy2) (v2 — iyo)

21 _ 41T yiye Lol — L1y

2 T3ty 3 + 3
eMultiplikation mit konjugiert Komplexen
121" = (21 +iy1) (21 — iy1)

nzmt =2+t

zz* = |z

Rechnungen in Polarform
21 =T 2o = roet®?
eMultiplikation
21 2y = T1€%P1 - pyet2 = r1r2ei(sa1+wz)
eDivision

ip1 .
2N T g

Zo  TeelPz gy

Potenz

2" = (rew)n = pnein®

Kartesische Form in Polarform
z=x+1iy in z=r(cosp+isiny)=re¥

N

/ )
¢’ = arctan( x‘)
y | x
1. Quadrant + | +
II. Quadrant | + | -
III. Quadrant | - -
IV. Quadrant | - | +

DEG RAD

1. Quadrant o= o=
II. Quadrant | ¢ =180°— ¢’ | =7 — ¢’
III. Quadrant | ¢ =180°+ ¢ | p =7+ ¢’
IV. Quadrant | ¢ = 360°— ¢’ | ¢ =27 — ¢’

Polarform in kartesische Form

2z =r(cosp + isinp) = re¥
T=Tcosp Yy=rsinp

in z=x4+1y
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1.2 Terme
1.2.1 Grundlagen

Definition

Terme sind sinnvolle Verkniipfungen (+,-,-,/) von Koeffizienten (Zahlen) und Variablen
(Buchstaben: x,y,z,a..).

Eine Variable ist ein Platzhalter fiir eine Zahl.

Physikalische und geometrische Formeln sind Terme.

Terme konnen mit Hilfe des Kommutativgesetzes, Assoziativgesetzes und Distributivge-
setzes umgeformt werden.

Schreibweisen

e Man darf das Malzeichen vor der Variable und vor der Klammer weglassen.

a-r=ax

a-(z+b)=alx+Db)

e Den Faktor 1 vor einer Variable kann man weglassen.

lz=1lx =2

e Zahlen schreibt man vor die Variable

T-a=ax

Termwert - Termname

Jedem Term kann man einen Namen zuweisen. In Klammern kann man die Variablen des
Terms angeben.

Name(Variable 1, Variable 2...)=Term

Ersetzt man die Variablen eines Terms durch Zahlen, berechnet man den Wert des Terms.

1.2.2 Umformung von Termen

Addieren und Subtrahieren von Termen

Zwei Terme sind gleichartig, wenn sie aus den gleichen Variablen (Klammerausdriicke)
mit den jeweiligen gleichen Exponenten bestehen. Gleichartige Terme kann man durch
addieren (subtrahieren) der Koeffizienten zusammenfassen:

Multiplizieren und Dividieren von Termen

Die Zahlen multiplizieren (dividieren) und gleiche Variablen zusammenfassen (Potenzge-
setze).

Addieren und Subtrahieren von Summentermen

e Vorzeichen vor Summenterm

+a+b)=a+bd +a—-b)=a—-b

—(a+b)=—-a—-b —(a—b)=—-a+b

e Summenterm und Summenterm

(a+b)+(c+d)=a+b+c+d

(a+b)—(c+d)=a+b—c—d
(a—b)—(c—d)=a—-b—c+d

Multiplizieren von Summentermen - Ausmultiplizieren
Ein Produkt in eine Summe(Differenz) umwandeln.
Jedes Glied mit jedem multiplizieren.

e Faktor mal Summenterm
c-(a+b)=(a+b)-c=ac+bec

e Summenterm mal Summenterm

(a+0b):(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd
(a+b)-(c+d+e)=ac+ad+ ae+ be+ bd + be

e 3 Faktoren

c-(a+b)-(d+e)=(ac+bc)  (d+e)=

acd + ace + bed + bee

(a+b)-(c+d)-(e+ f)=(ac+ad+bc+bd) - (e+ f)=
ace 4+ acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf

1.2.3 Binomische Formel

1. Binomische Formel
a+b?=a>+2-a-b+0b?
(a+b)?=(a+b)(a+b)=a*+a-b+a-b+b?
(—a—b)?2=(-1)2(a+b)?=(a+0b)?

2. Binomische Formel
(a—b)2=a>-2-a-b+b?
(a—b?=(a—b)a—b)=a’>—a-b—a-b+b?
(—a+b)*=(-1)*(a—b)*=(a—b)*

3. Binomische Formel
(a+0b)-(a—>b)=a?— b
(a+b)-(a—b)=a’>—a-b+a-b—0b*=a?— b
Binomische Formel in der 3. Potenz
(a+b)3 = a®+ 3a%b + 3ab® + b*

Binomische Formel in der 4. Potenz
(a+b)* = a* + 4a®b + 6a2b? + 4ab® + b*
Binomische Formel mit héheren Potenzen
(@a+0b)" = koa™® + k1a™ 1ot + koa™ 202 + ... + k,a"b"
Die Summe der Exponenten ist n.

n+0=n n-1+41=n n-242=n...
Koeffizienten(ko, k1..) iibers Pascal’sche Dreieck
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(a+b)° 1

(a+b)? 1 1

(a+b)? 1 2 1

(a+b)? 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1
(a+0b)5 1 5 10 10 5 1

oder Uber den binomischen Satz:

(a+b)" =
(g) a™b’ + (T) a1t + (7;) a2+ .+ (Z) a®b"
Binomialkoeffizient

n\ n! iber k

k) T Km—k

1.2.4 Faktorisieren - Ausklammern

Eine Summe(Differenz) in ein Produkt umwandeln.
e Ausklammern eines Faktors

ac+bc=c-(a+b)

e Doppeltes Ausklammern
ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+blc+d)=

(a+b) (c+d)

e Binomische Formeln

a?+2-a-b+b%=(a+b)?
a?—2-a-b+b%=(a—0b)?
a?—b=(a+0b)-(a—0b)

1.2.5 Quadratische Erganzung

Maximalen oder minimalen Termwert bestimmen.

T(x) = a(a® + 2z + (55)° = (55)°) + ¢

T(e) = al(w + £)* = (£)7] +c
T(x)=a(@+5;)° —a- 4= +c

T(x) za(x+%)2—%a—|—c

oder

T(z) = ax® + bx + ¢

T(z) =a(z? + 2z + <)

T(z) = a(a? + bo + (L)2 = (L)2 + ¢)

T(z) = al(z+ 55)° — (35)° + £

T(x) za(x—i—%)Q—w%—i—a s

T(x) :a(w+%)2—%+c

a<0

Maximaler Termwert = —% + ¢ fir x= — %
a>0

Minimaler Termwert = —% + ¢ fir x= — %

1.2.6 Bruchterme

Definition und Definitionsbereich
BZe(i e)inem Bruchterm ist im Nenner eine Variable.
x
N(z)
Die Nullstellen des Nenners miissen aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen werden.
Nullstellen des Nenners bestimmen: N(z) =0
Nullstellen aus dem Definitionsbereich ausschlieflen:
D=R \ {331,372....}
Erweitern von Bruchtermen
Zahler und Nenner mit dem gleichen Term multiplizieren.
a(x) a(z) - c(x)
b(x)  b(z) - c(x)
Kiirzen von Bruchtermen
Zéhler und Nenner faktorisieren - gleiche Faktoren kiirzen.

a(z) alx):c(x)

b(z)  b(x):c(x)
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Terme

Addition und Subtraktion gleichnamiger Bruchterme

Zahler addieren bzw. subtrahieren.

az) | b) _ a(z) +b(z)

c(z) = co(z) c(x)

a(x) b(x) a(z)—b(z)
()

clx) oz c(x)

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Bruchterme
Briiche durch Erweitern gleichnamig machen.

a(w) | o) _ a(@)-d@) | cla):

( .
be) T de) " be)de) T @) d@) T b@)-d@)
a(z) _clx) _alz)-dx)  clx)-bx) _ alr) - bz)
b(z) d(z)  b(x)-d(z) b(z)-d(z)  blz)-d(x)

Multiplikation von Bruchtermen

Zahler mal Zahler und Nenner mal Nenner.
a(z) c(z) _ alz)-c(z)

b(z) d(z) b(z)-d(z)

Division von Bruchtermen
Mit dem Kehrwert des Bruchterms multiplizieren.

Bruchterm durch Bruchterm:
a(z) c(x) alz) dz) a(z)-d(x)

b(z) “d(z)  blz) c(x)  b(x)-clz)

Bruch durch Term
a(x

e(x) () c(x) e(z) d(z) _ e(z) - d(x)
c(z) d(x) 1 c(x) c(x)
d(x)
Dop)pelbruch

(x) _ a(z) clx _ a(z) dz _ a(z) - d(x)
c(z)  b(z)  d= b(xz) c(x b(zx) - c(x)

1.2.7 Polynomdivision

Die Polynomdivision funktioniert dhnlinch wie die schriftliche Division.

e Voraussetzung: Zahlergrad = Nennergrad

e hichste Potenz des Zéhlers durch die hochste Potenz des Nenners teilen
e Nenner mit dem Ergebnis multiplizieren und abziehen
e hochste Potenz des Restpolynom durch die hochste Potenz des Nenners teilen

usw.
e Wiederholen bis Z&hlergrad < Nennergrad
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Gleichungen

1.3 Gleichungen
1.3.1 Grundlagen

Definition
Termwert der linken Seite 77 (x) ist gleich dem Termwert der rechten Seite T (x).

T1 (.T) = TQ((E)

Grundmenge G - Definitionsmenge D - Losungsmenge L

e Die Grundmenge G ist die Zahlenmenge, die man fiir die Variable einsetzen méochte.

e Die Definitionsmenge D ist die Zahlenmenge, die man fiir die Variable einsetzen kann.
Aus der Grundmenge werden jene Elemente ausgeschlossen, fiir die die Gleichung nicht
definiert ist.

Bei Gleichungen mit

- Briichen, muss der Nenner ungleich Null sein.

- Wurzeln, muss der Radikand gréfier gleich Null sein.

- Logarithmen, muss der Numerus groflier als Null sein.

e Die Losungsmenge L sind die Zahlen, die beim Einsetzen in die Gleichung eine wahre
Aussage ergeben und in der Definitionsmenge enthalten sind.

e Gibt es keine Losung der Gleichung oder ist die Losung nicht in der Definitionsmenge
enthalten, so ist die Losungsmenge die leere Menge L = {}.

Aquivalenzumformung

Durch eine Aquivalenzumformung éndert sich die Losungsmenge einer Gleichung nicht.
Aquivalenzumformungen von Gleichungen:

e Vertauschen der beiden Seiten

e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten

e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten

e Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf beiden Seiten

e Division mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf beiden Seiten

Quadrieren (Potenzieren mit einem geraden Exponenten) ist keine Aquivalenzumformung.
Der berechnete Wert, muss durch das Einsetzen in die Ursprungsgleichung iiberpriift
werden.

1.3.2 Methoden

Graphische Methoden

e Schnittpunkt der Funktion mit der x-Achse:
- Gleichung nach Null auflésen

- Gleichung als Funktion schreiben

- Graph der Funktion zeichnen

- Lésung der Gleichung: Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen) ablesen

e Schnittpunkt zwischen 2 Funktionen:
- linken und rechten Term als Funktionen schreiben
- Graphen der Funktionen zeichnen

- Losung der Gleichung: x-Wert der Schnittpunkte der Graphen ablesen

Numerische Methoden

- Gleichung nach Null auflésen

- Gleichung als Funktionsterm f(x) schreiben
- Nullstellen von f(x) berechnen

e Newtonverfahren
fan)

Tn41 T f/(xn)

- Funktion ableiten: f'(x)

- Startwert xg wahlen

- Funktionswerte f(z¢) und f’(z¢)berechnen

- Werte einsetzen und 1. Naherung x1 berechnen:

r1 = T — f(-’lfo)

f'(zo)
—x7 einsetzen und 2. Naherung berechnen:
oy — gy — 4 (z1)

f'(z1)

e Intervallhalbierung

-unterschiedliche Vorzeichen von f(a) und f(b)

- Nullstelle liegt im Intervall [a; ]

- Mitte zwischen a und b ermitteln:

my = %er

- sind die Vorzeichen von f(m;) und f(a) gleich, wird a = my
- sind die Vorzeichen von f(m;y) und f(b) gleich, wird b = m4
- Mitte zwischen a und b ermitteln:

mo = atd

- sind die Vorzeichen von f(mg) und f(a) gleich, wird a = maq
- sind die Vorzeichen von f(mg) und f(b) gleich, wird b = mq
usw.

Algebraische Methoden

e Lineare Gleichungen:

ar+b=cxr+d

Losung durch Auflésen nach der Variablen.

e Potenzgleichung:
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Gleichungen

ar? +c=0  a?==% @y ==/ a-xb:b /:a
_b xr = —

ar®+b=0 r =4 o a
Auflésen nach der Variablen und die Wurzel ziehen. x+a=Db
o Faktorisieren r+a="b /—a
Jeder Summenterm enthélt die Variable mit unterschiedlichen Potenzen. r=b—a
ar® +bx =0 z(ax +0)=0 _
az® +bxr =0 z(az® +b) =0 sz—?—_cc /=
az® +bx? =0 z?(az+b) =0 a~x—c:b 7 a
Losung der Gleichung durch Auflésen nach Null und faktorisieren des Terms. Ein Produkt c_— b
ist dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. T = a

e Quadratische Gleichung:

ar>+br+c=0 f:b
Losung mit Losungsformel fiir quadratischen Gleichungen a
b+ VEE—d-a-c —=b /a
ZT1/2 = a z=b-a
e Kubische Gleichung mit Konstante:
ax® +bx? +d=0 a—-x=b
ar®+cr+d=0 a—z=b /—a
ar® +bx?+cx+d=0 —r=b—a /:(=1)
Losung durch Polynomdivision. r=a—b
e Biquadratische Gleichung: az* + bz? + ¢ =0 x—a=b
Losung durch Substitution. r—a=b /+a
e Terme 1und deren Umkehrung: r=b+ta
m; r a® |log,(xz) sin(x) | arcsin(a) _
CEE e @) cos(o) | arccos(a) R
8 m%:{*’/E (ioz lnx cos(z) | arccos(a ar +b=cr+d /—cx
P og(x)  tan(z) | arctan(a) ar—cr+b=d /—b
Losung durch Auflésen nach dem Term und Anwendung von deren Umkehrung. (a—cJz=d—0> /:(a—c)
Z - cdzébO

1.3.3 Lineare Gleichung

o Klammern auflosen

e Terme zusammenfassen 1.3.4 Quadratische Gleichung
e Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf die eine Seite und alle Terme

ohne Variable auf die andere Seite

e durch die Zahl vor der Variablen dividieren Umformen: ax? +c=0

a-x=Db
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Gleichungen

ar’+c=0 /—c
ar’=—-c /:a

.’1,'1/2 =+ _TC
Diskriminante:
D=

D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen
D < 0 keine Losung

Faktorisieren: ax? +bx =0

az?+br=0
z(ax+0) =0
—b
1}1:0 V T9g = —
a

Losungsformel (Mitternachtsformel): ax? +bx +c =0

ar?4+br+c=0
—bEVb2—4-a-c
2-a

Ty1/2 =
Diskriminante:
D=b—4-a-c

D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen
D < 0 keine Losung

p-q Formel: x2 +px+q=0
224+pr+qg=0

2
e

Diskriminante:

2

D=(3)" ~q

D = 0 eine Loésung
D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Losung

Satz von Vieta: x2 +px+q=0

22+ pr+qg=0

21, x9 sind die Losungen der Gleichung
(x—21) (x—29)=0

2 —ag-r—x1-x+x1-25=0

22— (x1 +22)r+ 21 22 =0
T1+x2=—p

T1-T2 =4¢q

1.3.5 Kubische Gleichungen

Umformen: ax3+b =0
ax®+b=0
ard+b=0 /—b

Faktorisieren: ax® + bx = 0
ar3 +br =0
z(ax? +b) =0
1 =0 v (az? +b) =0
Faktorisieren: ax3 + bx? =0
ar® + br? =0
2?(ax +b) =0
Ty =0 v (ax+b)=0
Polynomdivision
ar® +br?> +d=0
ard+cr+d=0
az® + bz’ +cx+d=0
e Die ganzzahligen Faktoren von d in die Funktion einsetzen. Wird bei einem Faktor der
Funktionswert Null, hat man eine Nullstelle zy gefunden.
e Wenn z ein Nullstelle von f(x) ist, so ist f(x) durch (x — x¢) ohne Rest teilbar.
e Mit dem Linearfaktor (z — z¢) wird die Polynomdivision durchgefiihren.
(ax® +b2® +cx +d) : (x —x9) = fa? +dx +e
f(x) = (az® + b2? + cx +d) = (v — mg) - (f2? + dx + €)

www.fersch.de

20



Algebra

1.3.6 Gleichungen hoheren Grades

Gerader Exponent: ax™ +c =0
ar+c=0 [—c

ar™ =—-c /:a

Typ =/ F

Diskriminante:

D= =

D = 0 eine Losung

D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Loésung
Ungerader Exponent: ax™ +c¢c =0
ax”+b=0

ar™+b=0 /=0

ax™ = —b /:a
n_ b
=
a
] —b
R )
a
-b n/—b
— >0 T={/—
a a
-b —b
— <0 T=—{/|—
a

Biquadratische Gleichung (Substitution)
art +bx®> +¢c=0
Substitution: u = z2 u? = 2
Quadratische Gleichung: au? + bu +c =0
Losungen: uq Ug

Resubstitution: z2 = uy 2% = uy

1.3.7 Bruchgleichung

Uberkreuzmultiplikation

o Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich ausschlie3en.
eDas Produkt aus dem Zéahler des linken Bruchs und dem Nenner des rechten Bruchs
ist gleich dem Produkt aus dem Nenner des linken Bruchs und dem Zéhler des rechten

Bruchs.
e Gleichung losen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

a  d
br+c  ex+ f

a-(ex+ f)=d-(bx+c)

Mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren
e Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich ausschlieflen.
e Gleichung mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren.

e Gleichung l6sen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

1.3.8 Exponentialgleichungen

b*=a
eb*=a a>0
b =a [log...

log,, (b%) = log, (a)

Logarithmengesetz: logyb® = xlogy b = x
z = log, (a)

ee*=a a>0

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)

e =a a>0

e =a /In...

In(e*) =1n(a)

Logarithmengesetz: Ine” =xlne==x

x =1In(a)
el0*=a a>0
Basis: 10

10*=a a>0
10° =a /lg ...

1g (10%) =g (a)
Logarithmengesetz: lgl10® = x1g10 ==z
z =lg(a)

a-bletd) L f_g

a- b(cz+d) 4 f =0
a‘b(cm+d)+f:O /7‘]0
a-blewtd) — _f /:a
pleztd) = =1 /log,(...)
<L >0=

log, (b(””d)) = log, (%f)
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Algebra Gleichungen
Logarithmengesetz: logyb™ = nlog, b =n o' = arctan(|a|) = tan™"(|al)
(cz + d) log, (b) = log, (%f) Bogenmaf}(RAD):
_; x' = arcsin(|a|) = sin™!(|al)

cx + d = log, (T) /—d [:c 2’ = arccos(|a]) = cos™1(]al)

_ log,()-d 2’ = arctan(|a|) = tan"1(|al)
_f ¢ . .
= < 0= keine Losung ° Je nach Vorzeichen von a die Quadranten wahlen.

. . sina | cosa | tana

1.3.9 Logarithmusgleichungen T Quadrant - i -
logy,x=a II. Quadrant + - -
elogpx=a /b ITI. Quadrant - - +
r = b* IV. Quadrant - + -
.lgxl():a a /10 e Umrechnen des Winkels in die Quadranten.
xr =
elnx=a /e DEG | RAD
z=e® I. Quadrant o X

alog, (ex+d)+f=0

alog, (cx +d) + f
alogb(cx+d)+f /= F
alog, (cx 4+ d) =

log, (cx +d) = Tf /b
b(logb (cx+d)) — b(%)
cx+d =) /—d /:c
(&) —q
r=—
c

1.3.10 Trigonometrische Gleichungen

Grundlagen trigonometrische Gleichungen
o Losung der Gleichungen:
sin(a) =a cos(a) =a tan(a)=a

II. Quadrant | 180°—a | m—x
III. Quadrant | 180°+« | 7+
IV. Quadrant | 360° —« | 27 —

e Der Sinus und Kosinus sind periodisch mit der Periode 27(360°).
D=R keZ
L = {a+k - 360°} (DEG)
L = {z+k - 27}(RAD)
- Der Tangens ist periodisch mit der Periode m(180°).
D=R keZ
L = {a+k - 180°} (DEG)
L = {z+k - 7}(RAD)
] Sinus durch Kosinus = Tangens
asin(z) = bcos(x) /1 a/ :cos(x)
iy =
tan(z) = g
n

r = arctan(,

Qo

)

e Der Arkussinus (Arcuscosinus,Arkustangens) des Betrags von a ist die Losung 1.3.11 Betragsgleichung

im 1. Quadranten.
GradmaB(DEG):

o = arcsin(|a|) = sin"*(|a|)
o' = arccos(|al) = cos~!(]al)

lax + b| =c¢
e Aufspalten der Betrige in einzelne Intervalle.
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- Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags positiv ist. axz + b > 0 fir 1.4 Ungleichungen
x> =t

— a
- Betragsstriche sind nicht notig, wenn der Term des Betrags negativ ist und dafiir zu- 1 4.1 Grundlagen
sétzlich ein Minuszeichen vor den Term geschrieben wird. az +b < 0 fiir x < %b

laz + b = { (az+b) x> :TZ Ungleichheitszeichen
—(az +0) =< = x < b | kleiner als weniger als

e 1. Losung fir x > %’ x>0b | grofer als mehr als

ar+b=c x < b | kleiner oder gleich | héchstens

ax +cb b: c /=b /:a x >b | grofler oder gleich | mindestens

;| . L b Intervalle in der Mengenschreibweise

e 1. Losung ist die Schnittmenge aus 2 > — Ax = <= offenes Intervall

e 2. Losung fir x < _Tb Intervall | Mengenschreibweise

—(az+b)=c /:(-1) a<x<b|]a;bl={xeRla<z<b}

ar+b=—c r<b —o0; b = {x € R|lz < b}

aﬂ?"'bc:b—c /—=b [:a z>a a;oo[ = {z € Rlz > a}

T =

a

e 2. Losung ist die Schnittmenge aus z > =2 Az = == h?ﬁgffj;hes In}lc\/e[rezaéinschreibweise

o Gesamtlosung ensteht aus der Vereinigungsmenge von 1. Lésung und 2. Losung a<2<b|labl={zcRla<z <0}
a<z<b| [a;b]={xreRla<z<b}
z<b |—o0;b] = {z € Rlx < b}
x>a [a;00[ = {z € R|z > a}

abgeschlossenes Intervall

Intervall | Mengenschreibweise
a<x<b| [a;b] ={xeRla<z<b}

Schnittmenge N - und zugleich A

a<b G=R

Intervall Mengen

r>aNz>b | x>0b a; 0o N ]b; oo| b; oo
r<ahNz<b|z<a —o0;alN]—o0; b | ]—o0;a]
r>aANz<b|a<z<b | ]a;oo[N]—oo;b| la; b]
xr<aAz>b| {} |—o00; a[ N ]b; oof {}

Vereinigungsmenge U - oder auch V
a<b G=R

Intervall Mengen

x>aVae>b | x>a | Ja;oo[U]b;o0] Ja; oo
r<aVz<b|z<b |]-oo;alU]—oo;b] | |—o0;b]
x>aVe<b | zeR | Ja;oo[U]—00;b R
r<aVz>b —00; a[ U ]b; 00 R\ [a; b]
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Ungleichungen

1.4.2 Aquivalenzumformung

Durch eine Aquivalenzumformung éndert sich die Losungsmenge einer Ungleichung nicht.
Aquivalenzumformungen von Ungleichungen

e Vertauschen der beiden Seiten = Umdrehen des Ungleichheitszeichens

e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten

e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten

o Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf beiden Seiten
Multiplikation mit einer negativen Zahl = Umdrehen des Ungleichheitszeichens

e Division durch mit dem gleichen Term (ungleich Null)

auf beiden Seiten

Division mit einer negativen Zahl == Umdrehen des Ungleichheitszeichens

1.4.3 Lineare Ungleichung

Algebraische Losung

ar+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

e Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf die linke Seite und alle Terme
ohne Variable auf die rechte Seite.

e durch die Zahl vor der Variablen dividieren

Division oder Multiplikation mit einer negativen Zahl = Umdrehen des Ungleichheits-
zeichens

Graphische Losung

ar+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

o Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite
e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse y > 0

e Graph ist unterhalb der x-Achse y < 0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen
Vorzeichentabelle

ar+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite

e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer linearen Funktion kann sich nur an den Nullstellen &ndern. Einen
beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des
Funktionswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

x < T <z

Y + 0 -
ar+b>0 ar+b<0

< 1 <x

Y — 0 +
ar+b<0 ar+b>0

1.4.4 Quadratische Ungleichung
Algebraische Losung

ar’> +br+c>0
e 1. Methode
- Ungleichung nach Null auflésen

- quadratische Erginzung

- quadratischen Term alleinstellen

- Wurzelziehen und Betrag schreiben

- Betragsungleichung 16sen

e 2. Methode

- Ungleichung nach Null auflésen

- Term faktorisieren

a(z —x1)(x — x9)

- Auspalten in lineare Ungleichungen
1. Fall alx —x1)(x —x2) >0
(+-+=+H)V(=-—=4)

(alx —z1) >0Ax—22>0)V

(a(lx —z1) <OAz —22 <0)

2. Fall alx —x1)(x —22) <0
(+-—=-)V(=+=-)

(a(x—a:l) >0Ax—x2 <0)V

(a(xr —x1) <OAz—129>0)

- Zusammenfassen der einzelnen Lésungen

(>, <, <5,2)
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Graphische Losung

ax? +bx+c>0 (>,<,<,>)

o Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite

e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse f(z) >0

e Graph unterhalb der x-Achse f(z) <0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen

Vorzeichentabelle

ax? +bx+c>0 (>,<,<,>)

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite

e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer quadratischen Funktion kann sich nur an den Nullstellen &ndern.
Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen
des Funktionswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

1.4.5 Betragsungleichung

lax +b| > ¢
e Aufspalten der Betridge in einzelne Intervalle.
Betragsstriche sind nicht notig, wenn der Term des Betrags positiv ist. ax + b > 0 fir
x> =2
Betraagsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags negativ ist und dafiir zusétzlich
ein Minuszeichen vor dem Term geschrieben wird. ax + b < 0 fiir x < _Tb
|aa:—|—b|={ (az +b) xz?z
—(ax+0b) =<2
e 1. Losung fiir z > _Tb
ar+b>c
ax+b>c /—b /:a (a>0)
x> %b

1. Losung ist die Schnittmenge aus =z > %b ANx > b

a
e 2. Losung fir x < %b

—(ax+b)>c /:(-1)

ar+b< —c
ax+b<—c /=b [:a (a>0)
v < ==t

2. Losung ist die Schnittmenge aus x < %b Nx < %‘b

e Gesamtlosung aus Vereinigungsmenge von 1. Losung und 2. Losung
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Lineares Gleichungssystem

1.5 Lineares Gleichungssystem
1.5.1 Einsetzverfahren (2)

1 al-x+bl-y=-cl

11 a2-x+b2-y=c2
e Gleichung I oder IT nach x oder y auflésen
e Term in die andere Gleichung einsetzen
o Gleichung nach der Unbekannten auflésen
e zweite Unbekannte berechnen

1.5.2 Gleichsetzungsverfahren (2)

1 al-z+4+bl-y=-cl

17 a2-x+b2-y=c2
e beide Gleichungen nach x oder y auflésen
e Terme gleichsetzen
e Gleichung nach der Unbekannten auflésen
e zweite Unbekannte berechnen

1.5.3 Additionsverfahren (2)

1 al-x+bl-y=-cl
11 a2-x+b2-y=c2
e Terme mit x und y miissen untereinander stehen

e Gleichungen multiplizieren, so dass die Variablen beim spaltenweisen addieren heraus-

fallen
e Gleichung nach der Unbekannten auflésen
e zweite Unbekannte berechnen

1.5.4 Determinantenverfahren (2)

1 al-x+4+bl-y=-cl
11 a2-x+b2-y=c2
al bl

D=1 19 1o

=al-b2—-01-a2

D,

D

Y

cl bl
2 b2—cl-b2—b1-02
al cl
a2 62—a1-c2—c1~a2

e Eindeutige Losung Dy, # 0

_ D
.’JS—Dh
_Dy
Y= D,

e Keine Losung Dy, =0

Dy #

0 oder Dy # 0

e Unendlich viele Losungen

Dy =

1.5.5 Determinantenverfahren (3)

D, =D, =0

alex 4+ bly + clz =dl

a2z + b2y + 2z = d2
a3x + b3y + c3z = d3

al bl cl
Dy =|a2 b2 2
a3 b3 c3
Dy =al-b2-¢3+ b1
—cl-b2-a3—al-c2-
dl bl ¢l
= d2 b2 2
d3 b3 c3
D, =dl-b2-¢3+ bl
—cl-b2-d3—dl-c2-
al dl cl
Dy=|a2 d2 c2
a3 d3 c3
Dy=al-d2-c3+dl
—cl-d2-a3 —al-c2-
al bl dl
D,=|a2 b2 d2
a3 b3 d3
D, =al-b2-d3+bl

al bl
a2 b2
a3 b3

-c2-a3+cl-a2-

b3 —0bl-a2-¢c3
dl bl
d2 b2
d3 b3

cc2-d3+cl-d2-

b3 —bl-d2-c3
al dl
a2 d2
a3 d3

-c2-a3+cl-a2-

d3—dl-a2-c3
al bl
a2 b2
a3 b3

~d2-a3+dl-a2-

b3

b3

d3

b3
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—d1-b2-a3—al-d2-b3—bl-a2-d3 =0 1.6 Lineare Algebra

1.6.1 Matrix
e Eindeutige Losung Dy, # 0

_ D, Definition
r'= D,

J— Dy
y= gh Eine m x n—Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten.
z = Di;i ail @12 ... Qip
e Keine Losung D), =0 as1 Gz ... asp
D, #0oder Dy # 0 oder D, #0 A=
e Unendlich viele Losungen : : : :
Dh:DI:Dy:DZZO aml am2 e amn

A = (aik)

a;; : Elemente der Matrix

i : Zeilenindex

k : Spaltenindex

e Quadratische Matrix

Die Anzahl der Zeilen ist gleich der Anzahl der Spalten.

m=n
a1l a2 G013

A= ax az a3 B = {
a3l agz as3

Besondere Matrizen

a1l a2
21  a22

e Einheitsmatrix

1 00
Ei=101 0 E2_|:é(1):|
0 0 1

e Transponierte Matrix
Vertauschen von Zeilen- und Spaltenindex.

a1l a2 ais ai1 ag;  asi
A= a1 ax ass AT = | a1n az as

a3 asy as3 ai3  az3  G33
A= (AT

Addition von Matrizen

Summe der Matrix A = (a;) und der Matrix B = (b;x)

Die Anzahl der Spalten (i) und der Zeilen(k) der beiden Matrizen miissen gleich sein.
A+ B = ay, + bix

e Summe 2 x 2 Matrix
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aii a12]+[b11 b12}:

a1 a2 bar  baa
[ a1 +bi1 a2+ bio }
a1 +ba1  agz + bao
e Summe 3 x 3 Matrix
a1l a2 a3 b1 b2 bi3
a1 G2z aGgz |+ | bar baa bog | =
| az1 azx asz bs1 b3z as3
a11 +b11 a2 +biz a3+ b3
a1 +ba1  aze +baa  azz + bas
| as1+bs1 as2+bs2 asz+ass

Multiplikation von Matrizen

e Produkt aus der Matrix A = (a;) mit einer Konstanten A € R:

AA = dag

2 x 2 Matrix

N| @ @z | Aai1 Aaiz
a1 22 Aaiz  Aaga

e Produkt aus Matrix A = (a;;) und Matrix B = (bjx)
Anzahl der Zeilen von A muss gleich der Anzahl der Spalten von B sein.
Zeilenelemente von A mal Spaltenelemente von B.
e Produkt zweier 2 x 2 Matrizen
ann aiz | | bin bio
az a b1 ba2
[ a11 - b1 + a2 -ba1 arr - big 4 ara - b }
a21 - b1 + age - bar  az1 - bar + aga - bao

Inverse Matrix

e Produkt aus der Matrix A und der inversen Matrix A~! ist gleich der Einheitsmatrix.

AA- ' =FE
A— a11 a2 A1 — T11 T12
as1 Qa22 T21 T22

[an a12][3«”11 $12}_[1 0}

az1 A Tor xa2 | | 0 1

e Die inverse Matrix ist nur moglich, wenn die Determinante von A ungleich Null ist.
det A#£0

e Berechnung von A~! mit dem GauB-Jordan-Algorithmus

Matrix A und Einheitsmatrix E in der Form schreiben

Al E
a1 a2 |1 O
a1 az |0 1
Umformen durch:
- Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
- Addieren oder Subtrahieren der Zeilen
- Vertauschen der Zeilen

E| A
in die Form Einheitsmatrix und inverse Matrix A~ 1 bringen. 1 0 | 17 212
0 1|m1 122

Eigenwert und Eigenvektor

Gegegeben: A - Matrix

Gesucht: x - Eigenvektor (Spaltenvektor)

A - Figenwert

Das Produkt aus Matrix A und Eigenvektor x ist gleich dem Produkt aus Eigenwert A
und Eigenvektor x.

A A&

ail a2 T11 -\ T11

as]  a99 T2q T21
e Eigenwert aus folgender Gleichung:
det(A—X-E)=0

A:[an a12]

az; a2

EEIREHE

a1 a9 0 /\

Han—)\ au} -0
a1 az — A N

(a11 — A)(a22 — A) — a12a21 =0
charakteristisches Polynom:

A% — (a11 +ag) - A+ a1 - az —ag; - a1z =0
e Figenvektoren durch einsetzen der \-Werte
(A=AE)z =0

ayr — A a12 T -0
as1 G2 — A 2

a11-T1+ a2 T2 = A1
A1 - X1+ G2 - Ta = A - T
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1.6.2 Determinante 1.6.3 Lineare Gleichungssysteme und Gauf3-Algorithmus

Definition Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise

— _ A1
Aus einer quadratischen Matrix kann eine Determinante (Zahlenwert) berechnet werden. Az =0 r=A"0

a a cea T b
D=det A = |A| A Koeffizientenmatrix a; a;z . a;: x; b;
Anwendung der Determinante: b  Spaltenvektor der rechten Seite . ) . . =
- Lineare Gleichungssysteme x  Lésungsvektor : ' : :
- Volumenberechnung im R3 Am1  Qm2  ° Gmn Tn br,
- Flachenberechnungen im R2 Inhomogenes Gleichungssystem:
- Spatprodukt aj;-x1tag T2+t am Ty =0
- Lineare Abhéngigkeit von Vektoren - inverse Matrix az1 - @1+ ag Ta+ -+ A, Ty = bo
2-reihige Determinante Am1 1+ A2 T2+ -+ Q- T, = by

Homogenes Gleichungssystem:

. . . a1 r1+ae-ro+ -+ a, Ty, =0
Determinante einer 2 x 2 Matrix non

a1 -x1 +age -T2+ -+ agy Ty =0
_ Al | a1 a1z |
D =detA=|A]= = a1 aze — aiz G .
Q21 Q22
3-reihige Determinante Am1 - T1+ Am2 - T2+ + Amp - Tn =0

Variablen:xy,z2,73

a11 -1 +aie - x2 +az- T3 ="by

a21 - 1 + G2 - T2 + azz - T3 = by

agy - T1+age - T2+ azz - r3 = by

oder in der Schreibweise mit den Variablen:z,y, z
al-z+bl-y+cl-z=dl

a2 -x+b2-y+c2-z=4d2

Determinante einer 3 x 3 Matrix
Methode 1
a11 ai2 ais
D=detA=|Al=| az1 azp a3 |=
asz1 asz as3

ayy - a22 612?% —alg-‘azl 0?3‘+a13, a?l G?Q a3 -x+b3-y+c3-z=4d3
a32 433 as1  as3 as1 432 Erweiterte Koeffizientenmatrix:
= a11(1122 +as3 — 423 * 1132) - 1112(6121 +a33 — G23 * 031) + r Yy z \
C113(6121 s a3z — 422 - a31) al bl ¢l |dl
a2 b2 2| d2
Methode 2 (Regel von Sarrus) a3 b3 c3|d3
Gauflsches Eliminationsverfahren
o )
ai 1. C1 | a1 1 . . Ly =
2 %(2 2. 02 a2-x+b2-y+c2-z2=d2
as 123 €3 103 bs a3-x+b3-y+c3-z2=d3
D=al-b2-¢3+bl-c2-a3+cl-a2-b3
—cl-b2-a3—al-c2-b3—bl-a2-c3 Koeffizientenmatrix erstellen:
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al bl cl|dl al bl ¢l |dl
a2 b2 2| d2 a2 b2 2| d2
a3 b3 3| d3 a3 b3 3 ]d3

€ Y z \ _z Y z
ZeilelSpaltel 2152 2183 | z1s4 ZeilelSpaltel - 2182 z1s3 | zlsd

z2s1 2282 2253 | z2s4
Z?)’S} Z?)’Sg 2382 ngi z3s1 2352 2353 | z3s4
z3s 2352 23s3 | z3s

Die Losungsmenge dndert sich nicht durch:
e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen

e Vertauschen der Zeilen

Umformen in die Stufenform
e Eindeutige Losung

Die Losungsmenge dndert sich nicht durch:
e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen

e Vertauschen der Zeilen

Ziel ist das Umformen in die Diagonalenform

e Findeutige Losung

T y z

Z151 2182 2183 | zls4

0 2282 2283 | 22s4

0 0 2383 | z3s4
Riickwartseinsetzen

2353

z= 2354
z in die 2. Zeile einsetzen = y

z und y in die 1. Zeile einsetzen = x

o Keine Losung

T Y z ‘
z1sl 0 z1s4
0 2253 z2s4
0 0 23583 | z3s4
'3
%= J3s4

e Keine Losung

T Y z
z1sl 0 0| z1s4
0 2283 0 | 22s4
0 0 0| 23s4
e Unendlich viele Lésungen
T Y z
z1sl 0 0| z1s4
0 2283 0 | 22s4
0 0 0 0

T y z
Z151 2152 2z1s3 | z1s4
0 2282 2283 | z2s4
0 0 0 2384
e Unendlich viele Lésungen
T y z
Z1S1 2152 2z1s3 | z1s4
0 2252 2283 | z2s4
0 0 0 0

Gauf3-Jordan-Algorithmus

al-z+bl-y+cl-z=dl
a2-x+02-y+c2-z=d2
a3-x+b3-y+c3-z=4d3
Koeffizientenmatrix erstellen:
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1.7 Finanzmathematik

1.7.1 Zinsrechnung - Jahreszins

K-p-t
100

z =

1.7.2 Zinsrechnung - Tageszins

K-p-t

% = 100-360

1.7.3 Zinsrechnung - Monatszins

K-p-t
100-12

z =

1.7.4 Zinsfaktor

q=1+ 15

1.7.5 Zinseszinsformel

Kt:K0(1+%)t

1.7.6 Degressive Abschreibung
By =By (1- 15)"

1.7.7 Rentenrechnung
Vorschiissiger Rentenendwert
R,=r-q- qq”_i—ll
Nachschiissiger Rentenendwert

no—1
Ro—p. 1
qg — 1

Vorschiissiger Rentenendwert mit Startkapital
Kapitalmehrung:

n
-1
Rn:KO.qn+r.q.q7
qg — 1
Kapitalminderung:
" — 1
Rn:Koqn*Tq7
qg — 1

Nachschiissiger Rentenendwert mit Startkapital
Kapitalmehrung:

R,=Ky-q"+r-

n

q" — 1
q — 1
Kapitalminderung:

n

-1

Rn:Ko-q"—r-qi
qg — 1

Rentenendwert - Rentenbarwert

R,
Ro=—2
q’ﬂ
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2 Geometrie

A'B’

ZB
ZB
BB’

ZA
ZA

2.1 Grundlagen 4
A4

2.1.1 Definitionen

Strecke [AB]

Gerade Linie die durch 2 Endpunkte begrenzt wird.
Linge einer Strecke AB

Entfernung zwischen den Punkten A und B.
Gerade AB

Unbegrenzte gerade Linie durch 2 Punkte.
Halbgerade - Strahl [AB

Einseitig begrenzte gerade Linie.

Winkel

Zwei von einem Punkt (Scheitel) ausgehenden Halbgeraden (Schenkel) schlieflen einen
Winkel ein.

a=4AABC

Drehsinn entgegen des Uhrzeigersinns = positiver Winkel
Drehsinn im Uhrzeigersinn = negativer Winkel
spitzer Winkel: 0° < o < 90°

rechter Winkel: o = 90°

stumpfer Winkel: 90° < o < 180°

gestreckter Winkel: o = 180°

iiberstumpfer Winkel: 180° < a < 360°

Vollwinkel: o = 360°

Winkel an sich schneidenden Geraden
Scheitelwinkel (Gegenwinkel) sind gleich grof.
Nebenwinkel ergdnzen sich zu 180°.

Winkel an parallelen Geraden

Stufenwinkel (F-Winkel) und Wechselwinkel (Z-Winkel) sind gleich grof8. Nachbarwinkel
(E-Winkel) ergénzen sich zu 180°.

2.1.2 Strahlensatz (Vierstreckensatz)
AB | A5 <

AB
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2.2 Dreieck
2.2.1 Eigenschaften des Dreiecks

Winkel- und Seitenbeziehungen

e Innenwinkelsumme: o + 3 + v = 180°

o Auflenwinkelsumme: o/ 4+ 3’ ++' = 360°

oY =a+pp =atyd =5+

e Dreiecksungleichung:

Die Summe zweier Dreiecksseiten ist grofier als die dritte Seite.
a+b>c a+c>b b+c>a

e Der langeren von zwei Seiten liegt der groflere Winkel gegeniiber.
a>b=>a>p a<b=>a<p

a>c=oa>7 a<c=a<y

b>c=p>7 b<e=p<y

e Gleichlangen Seiten liegen gleiche Winkel gegentiber.
a=b=>a=0

a=c=>a=ry

b=c=pB=x

2.2.2 Besondere Linien im Dreieck

Mittelsenkrechte
Alle Punkte auf einer Mittelsenkrechte haben von zwei Eckpunkten die gleiche Entfernung.
Die Mittelsenkrechten schneiden sich im Umkreismittelpunkt. Der Umkreismittelpunkt

hat von den drei Eckpunkten des Dreiecks die gleiche Entfernung.
a b c

Umkreisradius: r, = 3 sna  2.smpB 2-sinny
Hdhe

Das Lot von einem Eckpunkt des Dreiecks auf die gegentiberliegende Dreiecksseite. Hohen
schneiden sich im Hoéhenschnittpunkt.

Hohen berechnen:

he =c-sinp

hy = a-sinvy

he. =b-sina

Flache des Dreicks:

A:%-a-ha
A:?-b-hb
A:§'C'hc

A:%.g.h

Winkelhalbierende

Alle Punkte auf einer Winkelhalbierenden haben zu den Schenkeln den gleichen Abstand.
Die Winkelhalbierenden schneiden sich im Inkreismittelpunkt. Der Inkreismittelpunkt
hat von den drei Seiten des Dreiecks den gleichen Abstand.

Inkreisradius:
2.-A 2-A
=T, = =
P ! U at+b+ec ]
51— 180°— f— 2 wa:c..smﬂ
sin 6;
a - sinvy
dp =180° — £ — =—
2 27 we sin do
b-sina
03 =180° —a — % =
’ “72 7 Tding,
Seitenhalbierende

Strecke vom einem Eckpunkt des Dreiecks zum Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite. Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Schwerpunkt. Der Schwerpunkt teilt die
Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1.

Sa = ! 2(b2 + 02) —a?

2
Sp = % 2(a? +¢?) = b?
Se = % 2(a? +b2) — 2

2.2.3 Allgemeines Dreieck

Eigenschaften

e Innenwinkelsumme: 180°
Fliche Grundline-HoGhe
A=k

Fliache-Winkel
A=1.a-b sin(y)
Umfang

U=a+b+c

2.2.4 Gleichseitiges Dreieck

Eigenschaften
e alle drei Seiten sind gleich lang
e Innenwinkelsumme: 180°
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e alle Winkel sind gleich grof3: 60°
e drei Symmetrieachsen
e Besonderen Linien im Dreieck fallen zusammen

Fliacheim gleichseitigen Dreieck
A= .3
Hohe im gleichseitigen Dreieck

h=2-V3

2.2.5 Gleichschenkliges Dreieck
Eigenschaften

e zwei Seiten sind gleich lang (Schenkel)

e Innenwinkelsumme: 180°

o zwei Winkel sind gleich grofl (Basiswinkel)
e eine Symmetrieachse

2.2.6 Rechtwinkliges Dreieck
Eigenschaften

e Innenwinkelsumme: 180°
e cin Winkel ist 90°
Flache

A= b

Phytagoras

a’+b* =c?

Hohensatz

h?=p-q

Kathetensatz

2.2.7 Gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck

Eigenschaften

e zwei Seiten sind gleich lang (Schenkel)
e Innenwinkelsumme: 180°

e cin Winkel ist 90°

e Innenwinkelsumme: 180°
o zwei Winkel sind 45° (Basiswinkel)

e cine Symmetrieachse

2.2.8 Kongruenzsitze

Seite - Seite - Seite (SSS)
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten {ibereinstimmen.
Seite | Seite | Seite

a ‘ b ‘ ¢
Seite - Winkel - Seite (SWS)
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel

ubereinstimmen.
Seite ‘ Winkel ‘ Seite

a 153 ¢
a v b
b « ¢

Winkel - Seite - Winkel (WSW,WWS)
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Winkeln und einer Seite iibereinstimmen.

Winkel ‘ Seite ‘ Winkel  Winkel | Winkel | Seite
« c I5] « 15} a
@ b y « B b
B a y « vy a
o y c
B Y b
B Y c

Seite - Seite - Winkel (SsW)
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem der ldngeren Seite gegen-
iiber liegenden Winkel (Gegenwinkel) {ibereinstimmen.

Seite | Seite | Winkel

a b a a>b
a b I} b>a
a c « a>c
a C y c>a
b c B8 b>c
b c vy c>b
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2.2.9 Pythagoras - Hohensatz - Kathetensatz

Pythagoras

Die Katheten sind die am rechten Winkel anliegenden Seiten. Die Hypotenuse liegt dem
rechten Winkel gegeniiber.

Die Summe der Kathetenquadrate ist gleich dem Hypotenusenquadrat.

v = 90° Katheten a und b Hypotenuse ¢

a?+b? =c?

Kathetensatz

Die Hohe h teilt die Hypotenuse in zwei Hypotenusenabschnitte.

Die Kathete im Quadrat ist gleich dem Produkt aus dem zugehoérigen Hypotenusenab-
schnitt und der Hypotenuse.

v = 90° c=p+gq

Katheten a und b Hypotenuse c

Hypotenusenabschnitt p und g

a?=c-p =c-q

Hohensatz

Die Hohe h teilt die Hypotenuse in zwei Hypotenusenabschnitte.

Die Hohe im Quadrat ist gleich dem Produkt der Hypotenusenabschnitte.
v =90° c=p+gq

Hypotenusenabschnitte p und q

h?=p-q

2.3 Viereck
2.3.1 Allgemeines Viereck

Allgemeines Viereck

e Innenwinkelsumme: 360°

e Konvexes Viereck:

- Diagonalen schneiden sich innerhalb des Vierecks
- alle Winkel sind kleiner als 180°

e Konkaves Viereck:

- Diagonalen schneiden sich aufierhalb des Vierecks
- ein Winkel ist grofler als 180°

2.3.2 Quadrat

Eigenschaften des Quadrats

e Innenwinkelsumme: 360°

e alle Seiten sind gleich lang

e gegeniiberliegende Seiten sind parallel
e alle Innenwinkel sind rechte Winkel

e Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander

e Diagonalen sind senkrecht zueinander
e vier Symmetrieachsen

e Punktsymmetrisch

Fliache des Quadrats

A=a?
Umfang des Quadrats
U=4-a

Diagonale des Quadrats

d=a-/2

2.3.3 Rechteck
Eigenschaftgen des Rechtecks

e Innenwinkelsumme: 360°

e gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang
e gegeniiberliegende Seiten sind parallel

e alle Innenwinkel sind rechte Winkel
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e Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander

e zwei Symmetrieachsen
e Punktsymmetrisch
Fliche des Rechtecks

A=a-b
Umfang des Rechtecks
U=2-a+2-b

Diagonalen des Rechtecks

d=a2+v?

2.3.4 Parallelogramm

Eigenschaften des Parallelogramms

e Innenwinkelsumme: 360°

e gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang
e gegeniiberliegende Seiten sind parallel

e gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof§
e Nachbarwinkel ergeben zusammen 180°
e Diagonalen halbieren einander

e Punktsymmetrie

Flache des Parallelogramms

A=g-h

Umfang des Parallelogramms
U=2.-a+2-b

2.3.5 Raute
Raute (Rhombus)

e Innenwinkelsumme: 360°

e alle Seiten sind gleich lang

e gegeniiberliegende Seiten sind parallel
e gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof§
e Nachbarwinkel ergeben zusammen 180°
e Diagonalen sind senkrecht zueinander
e Diagonalen halbieren einander

e zwei Symmetrieachsen

e Punktsymmetrisch

Fliche der Raute

A= % e f

2.3.6 Drachen

Flache des Drachenvierecks

e Innenwinkelsumme: 360°

e zwei Paar benachbarter Seiten sind gleich lang
e zwei Winkel sind gleich

e cine Diagonale halbiert die andere

e cine Symmetrieachse

Fliache der Raute

A= % e-f

2.3.7 Allgemeines Trapez

Eigenschaften des Allgemeinen Trapezes

e Innenwinkelsumme: 360°

e zwei Seiten sind parallel

e Nachbarwinkel ergeben jeweils zusammen 180°
Fldcheninhalt Trapez

A=19<h

2.3.8 Gleichschenkliges Trapez

Eigenschaften Gleichschenkliges Trapez
e Innenwinkelsumme: 360°

e zwei Seiten sind parallel

e zwei Seiten sind gleich lang

e je zwei Winkel sind gleich grof3

e cine Symmetrieachse

e Diagonalen sind gleich lang

e cine Symmetrieachse

2.3.9 Rechtwinkliges Trapez
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2.4 Polygone (n-Ecken)
2.4.1 Regelmifiiges n-Eck

Seitenldnge n-Eck: a = 2 - rsin §

360°
n

Mittelpunktswinkel: p =
Innenwinkel: o = 180° —
Fliche: A=n-Ap =% -r? . sinp

2.4.2 Sechseck

A= V3
p:%.\/g

2.5 Kreis

2.5.1 Kreis

d=2-r
A=r2-7
U=2-r-m

2.5.2 Kreissektor (Grad)

2

— T
A= 360
b= 2.rma

360

2.5.3 Kreissektor (Bogenmaf)

2

_rtz
A= 2

b=r-x

2.5.4 Kreisring

A=(@2—r) -7
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2.6 Stereometrie
2.6.1 Prisma

V=G-h
0=2-G+M

2.6.2 Wiirfel
V=a3

0O=6-a>

d=a-3

2.6.3 Quader
V=ab-c
O=2-(a-b+a-c+b-c)
I VTP

2.6.4 Pyramide

Volumen

V= %G -h

Oberflidche

O=G+M

Quadratische Pyramide

Pythagoras im AABC d*> = a® + a®

2
Pythagoras im ALMS h? = (g) + h?

N 2
Pythagoras im AALS s? = <2) + h?

1
Mantelflache M=4. ga - hy
Grundflache G =a?
Oberflache O :1 G+ M .
Volumen V= gG-h V= §a2 -h

Winkel zwischen der Seitenkante und der Grundflache

£LCAS

tann =

ol
L=

Winkel zwischen der Seitenflaiche ABCS und der Grundflache
ASML tane =

B

a

[N

Rechteckige Pyramide

Pythagoras im AABC d* =a? +0?

Pythagoras im ALM; S
Pythagoras im ALM,S h3 = (

d
Pythagoras im AALS 52 = (2) + h?

Mantelfliache: M=2. %a ~ho +2- %b - hy
Grundflache: G=a-b

Oberflache: O =1 G+ M .
Volumen: V==-G-h V==a-b-h

Winkel zwischen der Seitenkante und der Grundfliache

£LCAS tann = &
Winkel zwischen der Seitenfliche ABC'S und der Grundflache
ALSM,L tane = i

Winkel zwischen der Seitenfliche AABC und der Grundflache
ASMsL tanp = 4+

T
30

2.6.5 Kreiszylinder

V=r2q-h
O=2-r-mw-(r+h)

2.6.6 Hohlzylinder
V=0}-r3)-7n-h

2.6.7 Kreiskegel
V=z1-1r*7h
O=r-m-(r+s)
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M=r-m-s
s =+vVh? 412

2.6.8 Kegelstumpf

Kegelstumpf
Strahlensatz
2 _ T2 S2_ T2
hi 7 s1 ™
h1:h2+h S1 =82+ s
ha 1o sy T2
h2+h_7‘1 52+S_’I"1

h2~T1:r2~(h2+h)

So-1T1 =19 (82 4+ 5)

hori=7r9-ho+19-h

STy =798 +7T2-8

hz"l"l—’l"Q'hQZ’f’Q'h

S§9:°T1 —T2-8=17T9"S8

h2'(T1—T2):7‘2'h

so:-(r1—1re)=12-8

r9 - h Ty -8
hz = S9 =
T =T =T
h1:h2+h S1 =82+ s
Pythagoras:
s3=r3+h3 st=ri+hn?
Mantelflache: M=ry-m-8 —7rg-T- 89

Grund- und Deckfliche:

G=rir D=rir

Oberflache: O :1 G+D+M

Volumen: V= 77‘% -m-hy — §r§ -7 - ho

3

6 Kugel

.9
4,3
3
4.

re -
2.71_

2.
Vv
0

2.7 Trigonometrie

2.7.1 Gradmaf} - Bogenmaf}

Definition Bogenmaf3
Das Bogenmaf$ des Winkels z (RAD), ist die Lange des Kreisbogens b durch Radius r.
b
=2
Beim Radius r=1 (Einheitskreis), ist das Bogenmafl des Winkels z (RAD) die Linge des
Kreisbogens b.
=50

Umrechnung Gradmafl (DEG) - Bogenmafi (RAD)

o= 180 . .
T
Kreiszahl T

o in Gradmafl [°] (DEG)
x in BogemaB [rad] (RAD)

2.7.2 Definition

Trigonometrie - Einheitskreis - Funktionen
e Punkt auf dem Einheitskreis:

P(cosa/sina)

e Trigonometrische Funktionen:

Sinusfunktion f(x) = sin(z)

Kosinusfunktion f(z) = cos(x)

Tangensfunktion f(x) = tan(z)

e Steigung :

tan(a) = sin(a) =m
cos(a)

Komplementwinkel

sin(90° — o) = cos(a)
c0s(90° — o) = sin(«)
Negative Winkel

sin(—a) = —sin(«a)
cos(—a) = cos(a)
tan(—a) = m
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2.7.3 Quadrantenregel

« in Gradmafl

1. Quadrant 0° < <90°
sin(a) > 0 cos(a) > 0 tan(a) >0
II. Quadrant 90° < aip < 180°
sin(ag) >0 cos(az) <0 tan(az) < 0
g = 180° — «
sin(180° — a) = sin(a)
cos(180° — o) = —cos(w)
tan(180° — a) = —tan(«)
III. Quadrant 180° < a3 < 270°
sin(ag) <0 cos(ag) <0 tan(as) > 0
az = 180° 4+ «
5in(180° + a) = —sin(a)
c0s(180° 4+ ) = —cos(«)
tan(180° + «) = tan(«)
IV. Quadrant 270° < ay < 360°
sin(ou) <0 cos(a) >0 tan(ay) < 0
ay = 360° — «
sin(360° — ) = —sin(a)
c0s(360° — o) = cos(a)
tan(360° — a) = —tan(a)

z in Bogenmaf}

I. Quadrant O<zx <3
sin(z) > 0 cos(z) >0 tan(z) > 0
II. Quadrant <z <
sin(zz) > 0 cos(zz) <0 tan(zz) < 0
To =T —X
sin(m — x) = sin(x)

IV. Quadrant 37” <Xy <27
sin(z4) <0 cos(zq) >0 tan(z4) < 0
Ty =2m —x

sin(2m — x) = —sin(x)
cos(2m — x) = cos(x)
tan(2m — x) = —tan(x)

2.7.4 Umrechnungen

tan - sin - cos

sin o

tana = ==
. COS &
sina = tan « - cos «
cosa = 2%
tan «
sin - cos

sin?a + cos?a =1
sina = V1 — cos?a
cosa = V1 — sin«

Additionstheoreme
sin(a + B) = sina - cosf + cosa - sinf3
sin(a — B) = sina - cosf — cosa - sinf3
cos(a + B) = cosa - cosf — sina - sinf3
)

cos(a — B) = cosa - cosf + sina - sinf3
t t
tan(a + ) = {4ty
_ tana—tan
tan(a - ’B) ~ 1+tana-tanp
sin2a = 2 - sina - cosa
2

2 2

cos2a = 2 - cos“a— 1 = cos“a — sin‘«
_  2-tana
tan2a = T tanss

cos(m — x) = —cos(x)
tan(m — x) = —tan(x) . . .
1IL Quadrant T <y < 31 2.7.5 Rechtwinkliges Dreieck
sin(_mg) <0 cos(zz) <0 tan(zs) > 0 sina = ¢ sino = G}?;g,g?)l;;tl};zze
T3 =T+ b Ankathete
8271(71' + $) = —sm(x) cosa = c cosa = Hypotenuse
cos(m + x) = —cos(x) tana = § tana = %
tan(m + x) = tan(x)
www.fersch.de 40



Geometrie

Trigonometrie

2.7.6 Sinussatz

a b c

sina  sinf  siny
a b

sina  sinf

AT B
= - sin -sin

sina  sinf

a-sinf=b-sina /:b

. a-sinf3
sina =
b
a b
sin «v sin
a b .
= — /- sina
sina  sinf
b-sina
sin
a ﬂc

2.7.7 Kosinussatz

a?=b+c?-2-b-c-cosa
a?=b*+c*-2-b-c-cosa / — a?
0=0+c2—a>—2-b-c-cosa /+2-b-c-cosa
2-b-c-cosa="b>+c*—a? /:(2:b-¢)
b+ —a?
coso = ———

b-c

b2:a2+c%.—2.-a-c-cosﬂ
?2=a?+b>—-2-a-b-cosy

2.7.8 Kongruenzsitze - Berechnungen am Dreieck

Seite - Seite - Seite (SSS)

Seite ‘ Seite ‘ Seite
a ‘ b ‘ ¢
1. Zwei Winkel mit Kosinussatz berechnen

a?=b0+c2—-2-b-c-cosa
a?=b*+c>-2-b-c-cosa / — a? /+2-b-c-cosa
2-b-c-cosa=b*+c%—a? /:(2-b-¢)
b2 +c? —a?
2:b-c
entsprechend
a?+c2—b? a’® +b% — 2
cos 8 = — COSY = —o
2. Fehlenden V\C/Linf{el iiber die Winkelsumme im Dreieck berechnen
a+ B+ =180°
Seite - Winkel - Seite (SWS)

CoOSx =

Seite ‘ Winkel ‘ Seite

a 153 ¢
a y b
b « ¢

1. Gegentiberliegende Seite mit Kosinussatz berechnen
a?=b+c2—2-b-c-cosf
a=vVb2+c2—2-b-c-cosa
entsprechend
b=va2+c2—2-a-c-cosf c=+/a2+b>—2-a-b-cosy
2. Winkel mit Kosinussatz berechnen
a?=b"4+c2—-2-b-c-cosa

a?=v"+c*-2-b-c-cosac /—a®> /+2-b-c-cosa
2-b-c-cosa=b>+c%—a? /:(2:b-¢)

b2 +c? —a
cosq = ————

2-b-c

entsprechend

a’+c%—b? a?+ b -2
cosff = ————— cosy = ———

3. Fehlender? V\C/Linﬁel iber die Winkelsumme im Dreieck berechnen
a+ B+~ =180°

Winkel - Seite - Winkel (WSW,WWS)
Winkel ‘ Seite ‘ Winkel  Winkel | Winkel | Seite

« c I5]
«@ b y
B a gl

DR QLR
R 2222 T
o oo o

1. Fehlenden Winkel iiber die Winkelsumme im Dreieck berechnen
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a+ g+~ =180°
2. Eine Seite iiber den Sinussatz berechnen

a

sina  sinf
a b

sina  sinf
a-sin g

sin «v
entsprechend
c-sinf
sin vy
a-sin~y

sin «
b-sina

~ sing

/ +sin g

b-sinvy
CcC =
sin 3

c-si

nao

sin

v

3. Fehlende Seite mit dem Kosinussatz berechnen
a?2=0>+c2—2-b-c-cosf

a=Vbh2+c2—2-b-c-cosa

entsprechend

b=+/a2+c2—2-a-c-cosf
Seite - Seite - Winkel (SsW)

c=+/a2+b2—2-a-b-cosy

Seite | Seite | Winkel

a b « a>b
a b I6] b>a
a ¢ @ a>c
a ¢ y c>a
b c 8 b>c
b c ¥ c>b

1. Winkel mit dem Sinussatz berechnen

a

sina  sinfg
a

. = — / -sin g
sina  sinf
a-sinf=b-sina /:

. a-sinf
sina =
entsprechend

. b-sina .
sin 8 = sin vy

a a
2. Fehlenden Winkel Giber die Winkelsumme im Dreieck berechnen

a+ B+~ =180°
3. Fehlende Seite mit dem Kosinussatz berechnen

b

C

/ -sina

- sin «

a?=b"4+c2—-2-b-c-cosf
entsprechend

b=+/a>+c2—2-a-c-cosf

a=vVb2+c2—2-b-c-cosa

c=+/a>+b2—2-a-b-cosy
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3 Funktionen

3.1 Grundlagen
3.1.1 Definition

e Jedem Element x aus der Definitionsmenge D wird genau ein Element y aus der
Wertemenge W zugeordnet.

o Jede Parallele zur y-Achse schneidet den Graphen der Funktion héchstens einmal.

e r - unabhingige Variable vy - abhéngige Variable

e Zu jeder Funktion gehort ein Definitionsbereich. Fehlt die Angabe des Definitionsbe-
reichs, gilt D =R

Schreibweise

y = f(x) - Funktionsgleichung, Funktion

f(x) - Funktionsterm

frz—y x-Werte werden auf y-Werte abgebildet
fraxw flx) x-Werte werden auf f(x) abgebildet

Definitions- und Wertebereich

e Definitionsbereich

Zahlenbereich der fiir x (unabhéngige Variable) eingesetzt werden darf.

e Einschrankungen des Definitionsbereichs sind notig bei:

- Textaufgaben, bei denen nur bestimmte x-Wert mdoglich sind.

- Bruchfunktionen: Division durch Null ist nicht erlaubt. (Nenner # 0)

- Wurzelfunktionen: unter der Wurzel (Radikant) diirfen keine negativen Zahlen stehen.
(Radikant > 0)

- Logarithmusfunktionen: das Argument muss positiv sein. (Argument > 0)

o Wertebereich
Zahlenbereich den y (abhiingige Variable Funktionswert) annehmen kann.

3.1.2 Umkehrfunktion

Definition der Umkehrfunktion

e Jedem Element y aus der Wertemenge W wird genau ein Element x aus der Definitions-
menge D zugeordnet.

e y - unabhéngige Variable

e Funktionen sind umkehrbar,
- wenn die Graphen der Funktion im Definitionsbereich streng monoton steigen oder streng

x - abhéngige Variable

monoton fallen.

- wenn jede Parallele zur x-Achse den Graphen der Funktion hichstens einmal schneidet.
° D!l=W W-l=D

Schreibweise

z = f~1(y) - Umkehrfunktion

fry—=x y-Werte werden auf x-Werte abgebildet

Nach dem Vertauschen der Variablen:

y = f~!(x) - Umkehrfunktion

Ermittlen der Umkehrfunktion
Graphisch: Funktionsgraph an der Winkelhalbierenden y = x spiegeln.
Algebraisch: Funktionsgleichung nach x auflésen und die Variablen x und y vertauschen.
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3.2 Lineare Funktion

r< |x | <=z

3.2.1 Ursprungsgerade f(z) 0] —
Ursprungsgerade f(x) > 0 Graph oberhalb der x-Achse
y=m-2x - f(z) < 0 Graph unterhalb der x-Achse

A
Steigung-Proportionalititsfaktor: m = A—y
x

m >0 steigend

m=0  y=0 entspricht der x-Achse 3.2.3 Geradengleichung aufstellen

m <0 fallend Gerade durch 2 Punkte
Winkelhalbierende des I und III Quadranten: y = x y=m-x+t
Winkelhalbierende des II und IV Quadranten: y = —z A(za/ya) B(xb/yb)
Ay ya—yb
Az za—axb
3.2.2 Graph und Eigenschaften t=ya—m-za
p & Gerade durch den Punkt A mit der Steiung m
Gerade - lineare Funktion y=m-x+1t
y=m-x+t f@y=m-xz+t D=R W=R A(za/ya) Steigung: m
. Y t=ya—m-zxa
St : ==
CIBtns .m Ax Gerade durch den Punkt A und den y-Achsenabschnitt t
m >0 steigend A(ra/ya)  y-Achsenabschnitt: t
m=10 parallel zur x-Achse m — ya=t
m < 0 fallend ra
y-Achsenabschnitt: t
Besondere Geraden: 3.2.4 Gerade - Gerade
y=0 x-Achse Parallele Geraden
y=t Parallele zur x-Achse im Abstand t gl:y=mz+1t g2y = mox +ty
=0 y-Achse my =mg = gl | g2
r=k Parallele zur y-Achse im Abstand k Senkrechte Geraden
gl:y=mz+1 g3y =msx +13
Schnittpunkt mit der x-Achse - Nullstelle my-mo=—1=gl 1 g3
y=mx+t Schnittpunkt zweier Geraden
yzO75 mx+t=0 gl:y=mix+t; g3y =msx + 13
T = e Terme gleichsetzen:
Schnittpunkt mit der y-Achse mix + 1t = max + ty
z=0 y=m-0+t e x-Wert durch Umformen berechnen
y=m-0+t e x-Wert in eine der beiden Funktionen einsetzen, um den y-Wert zu berechnen.
y=t

Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse
Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen
des Funktionswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.
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3.3 Quadratische Funktion Allgemeine Form:
y=ax?+bxr+c
Scheitelform:

3.3.1 Graph und Eigenschaften y=alr —xs)? +ys

Quadratische Ergénzung:
y = ax? + bx +c

Formen der Parabelgleichung y = a(az +22)+ec
Normalparabel y = x22 y=a(z? + %x+( ) _ (%)2) +e
Allge.zmelne Form y=ax"+bx+c y=al(z+ 2@) _ (2%)2] +e
Scheitelform y=a(r —wxs)® +ys y=alz+ L) —a- LS
faktorisierte Form y = a(z — z1)(z — x2) pe da?

a Formfaktor vy= a( )~ 4t
a>0 nach oben gedffnet Ts = ~ab2

a <0 nach unten geoffnet Ys =C— 35

la| > 1 gestreckt Scheitelformel:

la] <1 gestaucht (:I:s/yg)

Ts Verschiebung in x-Richtung S(— / - *)

Us Verschiebung in y-Richtung

S(zs/ys) Scheitelkoordinaten

T1, T2 Nullstellen

3.3.2 Parabelgleichung aufstellen und umformen
Definitions- und Wertebreich

D=R Parabelgleichung aus 2 Punkten und dem Formfaktor
a>0 W = [y-Wert des Scheitels; oo| Gegeben: Formfaktor a und Punkte A(z,/y,) und B(zp/yp)
a <0 W =]—oo;y-Wert des Scheitels] e Formfaktor a und Punkt A(z,/y,) in die Funktionsgleichung einsetzen.

Ya :axg—&-bxa—i—c

e Formfaktor a und Punkt B(zp/ys) in die Funktionsgleichung einsetzen.
yb:axi—I—bxb—i—c

siehe Losung von linearen Gleichungssystemen

Schnittpunkt mit der x-Achse - Nullstellen
y=ax?+br+c
y=20 ax?+br+c=0

—b:l:\/b2—4-a,-c

Ty = Parabelgleichung aus Formfaktor und dem Scheitel
Diskriminante: D =b—4-a-c Formfaktor a und Scheitel in Scheitelform einsetzen:

D = 0 eine Nullstelle y=a(r—xs)?+ys

D > 0 zwei Nullstellen Binomische Formel auflésen:

D < 0 keine Nullstelle y=a(z? -2 -z x5+ xs%) +ys

y=a-22—-2-a-z-x5+a-xs>+ys
Schnittpunkt mit der y-Achse
p:y=ax’+br+c
z=0 p:y=a-0°+b-0+c

p(x)=c  Q(0/c) .
Parabelgleichung aus Formfaktor und Nullstellen
Allgemeine Form in Scheitelform Formfaktor a und Nullstellen in die faktorisierte Form einsetzen.

Parabelgleichung aus einem Punkt und dem Scheitel
Punkt A(z,/y,) und Scheitel S(xs/ys)in die Scheitelform einsetzen und nach a auflosen.
Yo = a(xq — 18)? +ys
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Eigenschaften von Funktionen

P(z1/0)  Q(z2/0) a
y=a(r —z1)(x —x2)

y=a(@x® —x1 -2 — 29 -7+ x172)

y:axQ—a-xl~x—a-x2-x+a~x1-x2

3.3.3 Parabel - Gerade

pry=ax’+br+c g:y=mzx+t
Terme gleichsetzen: ax? + bx + ¢ = mx + t
Term nach Null umformen: az? + (b —m)z +c—t =0
Losung der quadratischen Gleichung;:
ax? +br+c=0
—b+Vb2—4-a-c

Ti/2 =

2-a
Diskriminante:
D=0 —-4-a-c
D=0 Gerade ist Tangente - Beriihrpunkt
D>0 Gerade ist Sekante - zwei Schnittpunkte
D <0 Gerade ist Passante - keinen Schnittpunkt

Die x-Wert(e) in eine der beiden Funktionen einsetzen, um den y-Wert zu berechnen.

3.3.4 Parabel - Parabel

p1iy=az®+bz+c

P2y = asx® 4 box + o

Terme gleichsetzen:

a12% + b1z + 1 = asx?® + box + ¢
Term nach Null umformen:
ar?+br+c=0

Loésung der quadratischen Gleichung;:

—b+tVb2—4-a-c
T1/2 =

Diskriminante: Da: ¥ —4-a-c
D = 0 Beriihrpunkt

D > 0 zwei Schnittpunkte

D < Okeinen Schnittpunkt

Die x-Wert(e) in eine der beiden Funktionen einsetzen, um den y-Wert zu berechnen.

3.4 Eigenschaften von Funktionen
3.4.1 Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung - ungerade Funktion
f(=z) = —f (x) = f(x) ist eine ungerade Funktion
Achsensymmetrie zur y-Achse - gerade Funktion
f(=z) = f(z) = f(x) ist eine gerade Funktion

3.4.2 Monotonie

r1 < T2
monoton steigend f(z1) < f(z2)
streng monoton steigend sms  f(x1) < f(x2)
monoton fallend flx1) > f(=x2)
streng monoton fallend — smf  f(x1) > f(z2)

3.4.3 Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
Funktionsterm gleich Null setzen und die Gleichung l6sen.
f(x)=0 (siehe Algebra-Gleichungen)

e Vielfachheit der Nullstelle gerade

- Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel (VZW)

- Bertihrpunkt mit die x-Achse ( Hoch- oder Tiefpunkt )
e Vielfachheit der Nullstelle ungerade

- Nullstelle mit Vorzeichenwechsel (VZW)

- Schnittpunkt mit die x-Achse

Einfache Nullstelle mit VZW: f (z) = (x — x1) - ..
Zweifache Nullstelle ohne VZW: f (z) = (z — z1)? -
Dreifache Nullstelle mit VZW: f (z) = (z — x1)3 .
Vierfache Nullstelle ohne VZW: f (z) = (z — x1)* -

Schnittpunkte mit der y-Achse
x=0 in den Funktionsterm einsetzen.

Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse
Bei Funktionen kann sich das Vorzeichen nur an den Nullstellen oder den Definitions-
liicken dndern. Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wihlen und
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Eigenschaften von Funktionen

das Vorzeichen des Funktionswerts in die Tabelle eintragen.

Vorzeichentabelle mit f(x)

r <

x1

<z

f(@)

+

0

Graph

oberhalb

0

unterhalb

+  f(x)>0
f(x)<0

Graph oberhalb der x-Achse
Graph unterhalb der x-Achse

3.4.4 Asymptote

Definition

Eine Asymptote ist ein Gerade, der sich eine Funktion beliebig weit annihert. (siehe

Analysis - Grenzwerte)

Horizontale (waagerechte) Asymptote

Funktionsgleichung: y = a

Vertikale (senkrechte) Asymptote - Polstelle

Funktionsgleichung: z = b

3.4.5 Verkniipfung von Funktionen

Addition von Funktionen
u(z) = f(z) + g(z)

Subtraktion von Funktionen

u(z) = f(z) —g(x)
Multiplikation von Funktionen
u(z) = f(z) - g(x)

Division von Funktionen
= 12

Verketten von Funktionen
aufere Funktion f(x)

u(z) = f(g(x)) oder fog= f(g(x))

duflere Funktion g(x)

v(z) = g(f(z)) oder go f = g(f(x))

3.4.6 Abbildung von Funktionen

Verschiebung des Graphen in y-Richtung

y=Jf(x)+d

- innere Funktion g(x)

innere Funktion f(x)

Verschiebung des Graphen in x-Richtung

Y

= fa—0)

Streckung - Stauchung in y-Richtung

y
a

0
a

=a - f(x)

> 1: Streckung in y-Richtung

< a < 1: Stauchung in y-Richtung
= —1: Spiegelung an der x-Achse

a < —1: Spiegelung an der x-Achse und Streckung in y-Richtung

Streckung - Stauchung in x-Richtung

Y
b

0
b

= f(b- =)

> 1: Stauchung in x-Richung mit %

< b < 1: Streckung in x-Richtung mit %
= —1: Spiegelung an der y-Achse

. . } . . 1
b < —1: Spiegelung an der y-Achse und Stauchung in x-Richung mit

Zusammenfassung

Y
Y

O o= Q

Y

=a-f(b(zx—c))+d
=a- f(bx —cb)+d
: Streckung/Stauchung in y-Richtung
: Streckung/Stauchung in x-Richtung

: Verschiebung des Graphen in x-Richtung

: Verschiebung des Graphen in y-Richtung
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3.5 Potenzfunktion

3.5.1 Parabeln vom Grad n - gerader Exponent

Formen der Parabelgleichung - gerader Exponent
Exponent: 2,4,6..

Grundfunktion: y = ™

Funktion mit Formvariablen:

y=alz—c)"+d

y=alb(x—c)"+d

Definitions- und Wertebereich

y=2" D=R W=R{}
y=alblz—c)"+d D=R
a>0 W=][d;oof

3.5.2 Parabeln vom Grad n - ungerader Exponent

Formen der Parabelgleichung - ungerader Exponent
Exponent: 1,3,5..

Grundfunktion: y = "

Funktion mit Formvariablen:

y=alz—c)"+d

y=a(b(x —c))" +d

Definitions- und Wertebereich
y=2z" D=R W=R
y=a(blzx —c))"+d D=R W=R

3.5.3 Hyperbeln vom Grad n - gerader Exponent

Formen der Hyperbelgleichung - gerader Exponent
Exponent: -2,-4,-6..
1
Grundfunktion: y = 27" = —
x
Funktion mit Formvariablen:

y:a(z—c)f +d:m+d

a
y=alblr—¢) ™" +d=—"—+4d
(b(z —))"

Definitions- und Wertebereich

— D =R\ {0} W =Rt
y=ablz—c)"+d D=R\{c}
a>0 W =]d;o0
a<0 W=]—o0;d]

y:xfn:
x

Asymptoten

1
y=a""=—

mn

Horizontale Asymptote (HA): y =0
Vertikale Asymptote (VA): . =0
y=a(blx —c)) ™" +d
Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: © = ¢

3.5.4 Hyperbeln vom Grad n - ungerader Exponent

Formen der Hyperbelgleichung - ungerader Exponent
Exponent: -1,-3,-5..

Grundfunktion: y =2~ " = —

Funktion mit Formvariablen:

y:(l(CC—C)7 +dzm+d

y:a(b(x—c))fnﬁ—dzm—i—d

Definitions- und Wertebereich

y=a  D=R\{0} W=R\{0}
y=alb(z—c))™" +d
D=R\{c} W =R\ {d}
Asymptoten

w1
y=x °=—

xn
Horizontale Asymptote (HA): y =0
Vertikale Asymptote (VA): . =0
y=alblx—c)) ™" +d
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Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: z = ¢

3.5.5 Waurzelfunktion - rationaler, positiver Exponent

Formen der Wurzelfunktion - positiver Exponent
Quadratwurzelfuktion: y = z7 = N x>0
Grundfunktion: y = zm = ¥/" x>0

Funktion mit Formvariablen:

y=alx—c)m +d=a%/(x —c)" +d r—c>0
y=ab(x—c)mw +d=ar/(blx —c)" +d blx —c¢)>0
Definitions- und Wertebereich

y=am="%z" D=Rf W=R{
y=alb(x—c)m +d=a®/(b(x —c))" +d

b>0 D=]co0f

b<0 D=]—o0;(]

a>0 W=I[d;o0f

a<0 W=]-o0;d]

3.5.6 Wurzelfunktion - rationaler, negativer Exponent

Formen der Wurzelfunktion - negativer Exponent

272 = L x>0
Y
Grundfunktion: y = 2~ m = — x>0
x’ﬂ
Funktion mit Formvariablen: y = a(z —¢)"m +d = % +d z—c>0
Y(r—«c)"
n 1
y=abx—c) m+d=a——————=+4d b(x—c)>0
Y (b(z = o))"
Definitions- lllnd Wertebereich
= xfﬁ =
y W
D=R* W =R+ a
y=alb(x—c) m +d= +d
Y (b(z = o))"
b>0 D =]c;o0f
b<0 D=]—o0;¢
a>0 W =]d;o0]
a<0 W=]—o0;d

Asymptoten
1

Wam
Horizontale Asymptote (HA): y =0
Vertikale Asymptote (VA): . =0

=a(b(x —c))"m +d:++d
y=alb(a <) T
Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: x = ¢

y:x_%:
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3.6 Exponentialfunktion
3.6.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Exponentialfunktion
Grundfunktion: y = ¢ q>0
Funktion mit Formvariablen:
y=a-¢" 9 +d qg>0
y=a-¢"*9 +d q>0
Funktionen mit der Basis: e = 2,718..
Grundfunktion: y = e®

Funktion mit Formvariablen:
y=a-e 4d

y=a- 6b(acfc) +d

Definitions- und Wertebereich

Y y=q"

D=R W =R"*

y:a.qb(mic)+d y:CL'eb(I*c){»d
D

a

W =]d; oo
a<0 W =] — o0;d|
Asymptoten

y=e" y=g*

Horizontale Asymptote (HA): y =0
y:a.qb(x—c)_’_d y:a.eb(x—c)_’_d
Horizontale Asymptote: y = d

3.7 Logarithmusfunktion
3.7.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Logarithmusfunktion
Grundfunktion:y = log, = q>0
Funktion mit Formvariablen:
y=alog, (x—c)+d -4>0

y = alog, (b(x —c)) +d

Funktionen mit der Basis: e = 2,718..
Grundfunktion: y = Inx

Funktion mit Formvariablen:
y=aln(z—c)+d

y=aln(b(z —c))+d

Definitions- und Wertebereich

y = logqx Yy = Inz D = Rt

y=aln(b(z—c))+d
Definitionsbereich: b(x — ¢) > 0
b>0 D =]e; 00]

b<0 D =] — oo; |

W =R

Asymptoten

y=log,x y=Inx
Vertikale Asymptote (VA): z =0

y=alog, (b(r —c))+d y=aln(b(z—c))+d

Vertikale Asymptote: = ¢
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3.8 Sinusfunktion

3.8.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Sinusfunktion

Grundfunktion: f(z) =sinz
Amplitude: 1 Periode: 27
Funktion mit Formvariablen:
f@)=asin(z—c)+d
f(x)=asin(b(z —c)+d
Amplitude: |a] Periode: 2%
Definitions- und Wertebereich

3.9 Kosinusfunktion
3.9.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Kosinusfunktion

Grundfunktion: f(z) = cosz
Amplitude: 1 Periode: 27
Funktion mit Formvariablen:
fl@)=acos(z—c)+d
fl@)=acos(b(x —c))+d
Amplitude: |a] Periode: 2%
Definitions- und Wertebereich

f(x) = sin(x) f(x) = cos(x)

D=R  W=[-1] D=R W=[l-1]
f(z)=asin(b(x —c))+d f(x)=acos(b(x —c)+d
D=R W =[d—a;d+d] D=R W=1[d—a;d+d]
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3.10 Tangensfunktion
3.10.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Tangenfunktion

Grundfunktion: f(x) =tanxz
Periode: 7

Funktion mit Formvariablen:
fl@)=atan(z —c) +d
f(z)=atan (b(z —¢)) +d

Periode: 5

Definitions- und Wertebereich

f(z) =tanz

D=R\{k-Z} W=R keZ
f(z) =atanb(z —c) +d

bx —c) =k

J::];—g—i—c

D=R\{&Z+¢ W=R keZ

3.11 Betragsfunktion
3.11.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Betragsfunktion

Aufspalten der Betrége in einzelne Intervalle.

Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags positiv ist.

Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags negativ ist und dafiir

zusatzlich ein Minuszeichen vor den Term geschrieben wird.

Grundfunktion:
T x>0
flz)=lz|=¢ —z <0
0 =0

Funktion mit Formvariablen:
a(b(zx —c))+d
f(@)=alb(z —c)| +d={ —alb(z—c))+d
d

Definitions- und Wertebereich

f(x) = ||

D=R W=R}
flx)=alb(zx—c)|+dD=R
a>0 W=[d;o0]

a<0 W=]—o0;d

xr>c
r<c
r=c
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3.12 Wachstumsfunktionen

3.12.1 Lineares Wachstum

e Zum Anfangswert t wird pro Zeiteinheit der gleiche Wert m addiert oder subtrahiert.

e Lineare Funktion: y =m -z +t

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.

y - Funktionswert nach der Zeit x

t - Anfangswert

m - konstante Anderungsrate, Steigung

m >0 positives lineares Wachstum (Zunahme)
m < 0 negatives lineares Wachstum (Abnahme)
m =0 Nullwachstum

o Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit:

_ Ay
m_Aw

e Umformungen:y =m -z + ¢

z =Lt t=y—m-x m= ¥t
m T

e Schreibweisen
Funktion Anderungsrate  Variable  Anfangswert
y=m-x+1 m X t
y=a-x+b a e b
y=a+b-x b X a
f@)=a-z+ fo a x fo
N(t):a-tJrNo a t No
B(t):k~t+Bg a X Bo
Kt)=q-t+Ko q t Ky

3.12.2 Exponentielles Wachstum

Wachstumsfaktor pro Zeiteinheit
e Der Anfangswert a wird pro Zeiteinheit mit den gleichen Faktor q multipliziert.

e Funktion: f(z) =a-¢*

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.

y = f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

q - Wachstumsfaktor pro Zeiteinheit
qg>1 exponentielles Wachstum
0<gx1 exponentieller Zerfall

q=0 Nullwachstum

eProzentuale Zunahme p pro Zeiteinheit:
fa) =a-(1+ )" =a-g°
qg=1+ 35 p=(qg—1)-100

eProzentuale Abnahme p pro Zeiteinheit:
fa)=a- (1= )" =aq"
g=1-4 p=(1-q)-100

e Lokale Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit:
1. Ableitung: f'(z) = a-In(q) - ¢*

e Umformungen y = f(x)

Y Y 1Y
y=a-q" =— wx=log (=) q={/=
q a a
e Schreibweisen
Funktion Wachstumsfaktor  Variable  Anfangswert
f®)=a-q" a t a
y=a- b® b X a
y=b-a’ a t b
K(t)=Ko-q q t No
N(@#)=No-¢* q t No

Wachstumsfaktor pro Periode
e Der Anfangswert a wird pro Periode mit den gleichen Faktor q multipliziert.

e Funktion: f(z) = a-qT

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.

y = f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

T - Periode, Zeitintervall

q - Wachstumsfaktor pro Periode

qg>1 exponentielles Wachstum
0<g<1 exponentieller Zerfall
q=0 Nullwachstum

e Prozentuale Zunahme p pro Periode T:
fl@)=a- (14 5)"
q=1+ 15 p=(¢g—1)-100
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e Prozentuale Abnahme pro Periode T:

fl@)=a-(1- )7
¢g=1-+5  p=(1-¢q)-100

e Umformungen y = f(x)

<

s

y=a-q a= =T -logy(

Nl

q

Yy
a

q:

Wachstumskonstante und e-Funktion

eFunktion: f(z) =a-eF®

x - Zeit in Stunden, Minuten usw.
f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

k - Wachstumskonstante

k>0 exponentielles Wachstum
k<0 exponentieller Zerfall

e Wachstumsfaktor q pro Zeiteinheit:

F@)=a-q" =a-eni) = q. @7 — g ko

k=lIn(qg) gq=¢

e Wachstumsfaktor q pro Periode T:

f@)=a-qF =a-emaT) = g @ F = g ho

k = ln/](f]) qg= 6k-T

e Lokale Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit:

1. Ableitung: f'(z) =a-k-e** =k- f(z)

e Umformungen: y = f(z)

~
S
—
2w
—

_ k- _ Y
y=a-e’" afekw i
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4 Analysis 4.1.3 Stetigkeit
e Ein Funktion ist an der Stelle z( stetig, wenn der
4.1 Grenzwert - Stetlgkelt lir.lksseitiger GW = rechtsseitiger GW = Funktionswert f(x)
lm f(@) = lim f(x)= f(a0)
l‘*}l‘o .T*).TO
4.1.1 Grenzwert von f(x) fiir x gegen x0 e Stetige Funktionen
- Ganzrationale Funktionen
o Linksseitiger Grenzwert (LGW) von f(x) geht gegen eine Konstante (konvergiert) - Exponentialfunktionen
lim f(x)=a oder hm flx)= - Sinus- und Kosinusfunktion
T—=Tq 3z e Stetige Funktionen, bei denen die Unstetigkeitsstellen aus dem Definitionsbereich aus-
o Rechtsseitiger Grenzwert (RGW) von f(x) geht gegen eine Konstante (konvergiert) geschlossen sind:
hm f(#) = a oder hm flx)=a - Gebrochenrationale Funktionen
e=af v=>ao - Logarithmusfunktionen
e Grenzwert von f(x) existiert - Tangensfunktion
1111} ksseltlger_Glr enzwert = rechtsseltlger Grenzwert e Abschnittsweise definierte Funktionen miissen an den Schnittstellen auf Stetigkeit un-
I_lgl— Hx) = 1_1501 () = tersucht werden.
0 0
lim f(z) = e Stetig behebbare Definitionsliicke xg
rrro - linksseitiger GW = rechtsseitiger GW
e Linksseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich hl;ll S;?l )1gjr hm £ r;e CHISSETHBEE
(bestimmt divergiert) oy oozt
lim f(z) = +o0
ToT)
e Rechtsseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich 4.1.4 Rechenregeln
(bestimmt divergiert) o
hm f(z) = 00 Wichtige Grenzwerte
‘T*)‘TO
= vertikale Asymptote - Polstelle an der Stelle x = xg lima-z=0 lim & = 0
x—0 x—0 2
lim a-z =00 lim — =0
T—00 T—00 I
lim e = o0 lim e* =
T—00 T——00
.. . lim lnz = — lim Inz =
4.1.2 Grenzwert von f(x) fiir x gegen Unendlich v T
Rechenregeln
e Grenzwert von f(x) geht gegen eine Konstante lim f(z)=f lim g(z)=g
(konvergiert) T—=To Fo ) _
lim f(x) = zlggo(f( ) + g(x)) = ml;nggo fx) + zlggog(x) =f+yg
= horizontale Asymptote y=a wlggo(f(x) —g(@)) = Ilgglo f(@) = wlggo g(x)=f—yg
o Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich lim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- lim g(z)=f-g¢
. . . T—x0 T—xo T—T0
(bestimmt divergiert) fz) Jmos@) g
i JA) __rxoro
ml}r:iloo f( ) oo g(x) 7& 0 xlgjgo g(;[;) hmO g(z) — g
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Unbestimmte Au(?driicke N
Typ 1: limM =—  Typ2: lim f(@) _ Foo
glz) 0 g(z) +oo

Regel von L’Hospital

Zahler und Nenner getrennt ableiten, bis man den Grenzwert berechnen kann.

!/ 1
lim 1 (@) = lim f/(x) = lim f//(x)
g(x) g'(x) g"(x)
Typ 3: lim f(x) - g(x) =0+ £o0
- Umformen in Typ 1 oder 2 und danach L’Hospital anwenden

Typ 4: lim (f(z) — g(z)) = 0o — o0
- Briiche auf gemeinsamen Hauptnenner bringen
- Faktorisieren

Wichtige unbestimmte Ausdriicke
n X

. X . €

lim — =0 lim — = o0
r—o00 er T—00 f"

. " . Inz

lim — =00 lim — =0
z—oo Inx z—00 M

4.2 Differentialrechnung
4.2.1 Definition

Sekantensteigung
Eine Gerade schneidet eine Funktion in den Punkten
Pi(zo; f(20)) und P(z; f(z)).
Steigung der Sekante an der Stelle zq

_ Ay f(x) — f(20)
m=—2 = 2\ J\0)

Az T — To

Az =h r=x9+h

_ fl@o+h) — flzo)

Sekantensteigung = Differenzenquotient = Mittlere Anderungsrate
Fiir kleine h ist die Sekantensteigung =~ Tangentensteigung

m =~ f'(xo)

1. Ableitung - Differentialqoutient

Die Ableitung von f(z) ist die Steigung des Graphen der Funktion f(x) an der Stelle xg.
f(@) = f(xo)

f'(z) = lim

T—To T — X0
T=x9+h
() = ;hi,% f(zo +h) — f(xo)

1. Ableitung = Steigung der Tangente = Steigung der Funktion f(x)=lokale (momentane)
Anderungsrate
Die Ableitung von f(x) an einer beliebigen Stelle x

L) —

h—0

2. Ableitung
Die Ableitung der 1. Ableitung ist die 2. Ableitung.
Die 2. Ableitung gibt die Kriimmung einer Funktion f(x) an der Stelle z( an.

4.2.2 1. Ableitung - Monotonie - Extremwerte

Steigung von f(zg) an der Stelle xg
m = f'(xo)
Stelle xg an der f(x¢) die Steigung m besitzt

f'(x) =m
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Bei horizontalen Tangenten ist die Steigung Null.

f'(@) =0

Monotonieverhalten

monoton steigend fl(x) >0
streng monoton steigend sms  f'(x) >0
monoton fallend () <0
streng monoton fallend  smf f'(z) <0

Das Monotonieverhalten kann sich nur an den Extremstellen und an den Réndern
des Definitionbereichs (Definitionsliicken) d&ndern.
Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte (Minima) der Funktion. In
den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

e f/(x) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder
Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. Einen
Wert kleiner bzw. grofier als die Nullstelle wahlen und das Vorzeichen von f'(z) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton steigend (sms) nach streng monoton
fallend (smf).

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Plus nach Minus.

x < 1 < x
f@) [+ 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton fallend (smf) nach streng monoton
steigend (sms).

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Minus nach Plus.

r < 1 <x
f@) | = 0 +
Graph | smf | TP | sms

o Terrassenpunkt (TEP)
Monotonoieverhalten dndert sich nicht. Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z r < 1 <x
f@) [+ 0 + f@) | = 0 -
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit

eingetragen werden.

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

e f'(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (g, 21..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder
Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hinreichende Bedingung).
e " (z9) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei zg

e " (x9) < O(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei z

o " (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

4.2.3 Graph der 1. Ableitung

Funktion - 1. Ableitung {’(x)
Funktion f(x) Ableitung f'(z)

Extremwert NST f'(x) =0
HT NST f'(z) =0
HP NST und VZW von + nach —
TP NST und VZW von — nach +
TEP NST ohne VZW
WP Extremwert
sms f'(z) > 0 (positiv)
smf f'(x) <0 (negativ)
VA VA lim f/(x) = +o0
x—ﬁxo ,
HA HA ajglinoof (x)=0
PS AS
AS PS

4.2.4 2. Ableitung - Kriimmung - Wendepunkte

Kriimmung von f(z) an der Stelle xz

Rechtskriimmung RK  f”(x) <0
Linkskriimmung LK  f”(z) >0

Das Kriimmungsverhalten kann sich nur an den Nullstellen der 2. Ableitung und
an den Rédndern des Definitionbereichs (Definitionsliicken) d&ndern.
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.

e f"(x) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, z1..). Zur Unterscheidung zwischen Wen-
depunkt und Flachpunkt werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen (Hin-
reichende Bedingung). Einen Wert kleiner bzw. groler als die Nullstelle wihlen und das
Vorzeichen von f”(x) in die Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Krummungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt (RK) nach linksgekriimmt
(LK) oder von linksgekriimmt nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus nach Minus oder von Minus

nach Plus.
z < x1 <x x < 1 <z
@) | + 0 - f(z) | = 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)
Kriimmungsverhalten dndert sich nicht
Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

x < €1 <x r < 1 <x
@+ T o1 + [ ff@] - T0] -
Graph | LK | FP | LK Graph | RK | FP | RK

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit einge-
tragen werden.

Wendepunkte und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.

e f”(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

Einsetzen der Nullstellen zg, z;.. in die 3. Ableitung (Hinreichende Bedingung)

o [ (zg) # 0 = Wendepunkt

4.2.5 Graph der 2. Ableitung

Funktion - 2. Ableitung f”(x)
Funktion f(z) 2. Ableitung f"(x)

WP NST f”(z) = 0 mit VZW
LK F(z) >0

RK F(x) <0

TEP NST mit VZW

VA VA

HA HA

4.2.6 Ableitung der Grundfunktionen

Polynomfunktion

f@)=am  f(z) = nan?

Die Ableitungen bildet man durch:

Exponent vorziehen und vom Exponenten 1 abziehen

fl)=z  f(zx)=1

f(z) = az™ f' (z) = naz™ !
f@)=az  f(@)=a
Konstanter Faktor a bleibt erhalten
f@=a f@)=0

(f(z) £ g(x)) = f'(z) £ ¢'(x)
Bei Summen wird jeder Summand einzeln abgeleitet
Exponentialfunktion Basis e

fla)y=e"  fl(z)=e¢

f(z) = ae” ' (x) = ae”
f(x)=ae*+b ' (x) = ae”
Logarithmusfunktion Basis e
fl)=hz  f(z)=

@) =almz f ()=

f(x)=alnxz+b ff(z)=2

Exponentialfunktion allgemein
f(x)=a" f(x)=a"Ina

Logarithmusfunktion allgemein
f(a:):logax f/(x):wl}qa

Trigonometrische Funktionen
f(z) =sinx f(x) =cosx
f(x)=cosz f'(x) = —sinz
f@)—tans (@) = s

4.2.7 Ableitungsregeln

Ableiten von Summen und Differenzen

(f(x) £ g(x)) = f'(x) + g'(x)

Ableiten mit konstantem Faktor

(c- f(@)) =c- f(x)
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Kettenregel my,t einsetzen
(f(g(@))) = F'(9(x)) - g'(x) y=my-x+t
o duflere Funktion f() ableiten
e innere Funktion g(x) unabgeleitet abschreiben Normalengleichung
e mit der Ableitung der inneren Funktion g(x) multiplizieren (nachdifferenzieren)
Produktregel Normale an der Stelle zg:
(f(z) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - g'(z) = (z—
g(x) = x—x9)+ f(z
e 1. Faktor f(x) ableiten (@) f/(xo)( °) (z0)
o mal oder
e 2. Faktor g(x) unabgeleitet Yo=f (/xo)
e plus my = f'(@o)
e 1. Faktor f(x) unabgeleitet Stelgun_g der Normalen:
e mal My = —
. my
° 2. Fz.xktor g(x) abgeleitet Geradengleichung:
Quotientenregel -
/ / / y=m- -x + t
<f(m)> _ f'(@) - g(x) = f(2) - ¢'(x) My, Lo, Yo einsetzen und nach t auflosen
9(95) ] (9(x))? t=1yo—my, - T
e Zihler f(x) ableiten T, t einsetzen
e mal Yy=my-x+t
e Nenner g(x) unabgeleitet
e minus
Zahler f bgeleitet .
: miﬂ er f{x) unabecleite 4.2.9 Newtonsches Iterationsverfahren
e Nenner g(x) abgeleitet
e durch Nullstelle einer Funktion mit dem Newtonsches Iterationsverfahren berechnen.
e Nenner g(x) im Quadrat f(@n

Tp+1 = Tn — f/(ﬂ?n)
. Startwert xg wahlen
4.2.8 Tangenten- und Normalengleichung F(0)
Tr1 =g —
Tangentengleichung J} /((50))
Ty =@y —

Tangente an der Stelle zg: ')
g(z) = f'(xo)(z — x0) + f(0)

oder

Yo = f(xo)

my = f'(zo)

Geradengleichung;:

y=m-xz+t

me, T, Yo einsetzen und nach t auflésen

t=1yo—m¢ - xo
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4.3 Integralrechnung
4.3.1 Definition

Hauptsatz der Integralrechnung
F(z) = f(2)
Die Ableitung von F(x) ist f(x)
F(z) ist Stammfunktion von f(z)
Die Menge aller Stammfunktionen erhélt man durch das Addieren einer Konstanten c.
f@)=az"  F(z)= 250" ¢
Unbestimmtes Integral
=[f(z) dx=F(z)+¢

Die Stammfunktion zu einer Funktion f(x) ist das unbestimmte Integral.

Bestimmtes Integral
° Flachenbllanz

a= [ 1@ ax= @ik =ro) - P

A ist der Fliacheninhalt unter einer Kurve der Funktion f(x) im Integrationsbereich von a
bis b.

Fléche oberhalb der x-Achse = A > 0

Flache unterhalb der x-Achse = A < 0

Flachen unterhalb und oberhalb der x-Achse = Summe der Teilflichen

o Fliche zwischen dem Graphen und der x-Achse

- Nullstellen berechnen

- Flachen zwischen den Nullstellen berechnen

- Betriage der Fliachen addieren

Integralfunktion

F(x) = : f@)dt =[F(t)];, = F(z) - F(k)

Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle.
Fk)=0

4.3.2 Integration der Grundfunktionen

Polynomfunktlon
=[amdx= 52"t e
Zum Exponenten 1 addieren, durch den Exponenten dividieren.

()= [z dx= 322 +¢

F(z) = [ax" dx=atg - 2" +¢
Konstanter Faktor a bleibt erhalten.

=fadx=azr+c
/f )+ g(z dx—/f(x) dx—f—/g(m)dx

Bei Summen wird jeder Summand einzeln integriert.
Exponentialfunktion Basis e
F(z)=[e*dx=¢€"+¢

F(z) = [ae” dx = ae® + ¢

F(z)= [ae”+bdx =ae® +bx+c

Logarithmusfunktion Basis e
F(z)=[lnzdx=zlhz—z+c
F(z)=[alnz dx=a(zlnz—z)+c
F(z)=[alnz+bdx==a(zlnz —z)+ bz +c

Rationale Funktion mit linearer Funktion im Nenner
F(z)=[1dx=In|z[+¢c
F(x)= fax+b dx = LInlaz + b+ ¢

Trigonometrische Funktionen
F(z)= [sinz dx = —cosz + ¢
F(z)= [cosz dx =sinz + ¢

4.3.3 Integrationsregeln

Integration von Summen und Differenzen

[f@ax+ [oiax= [ @) + oo

Integration mit konstantem Faktor

/c  f)dx = c/f(x)dx

Integration mit vertauschten Grenzen

/abf(x) dx:—/baf(:v) dx

Integrationsgrenzen zusammenfassen

/abf(x) dx—i—/bcf(x)dx:/acf(x) dx
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Ableitung des Nenners im Zidhler 4.4 Kurvendiskussion

f'(x)
/f(z:) dx =In|f(z)[ +¢c 4.4.1 Ganzrationale Funktion
Innere Funktion ist der abgeleitete Faktor

Jo@ia) ax= Fla)+c

Formen der Polynomfunktion - ganzrationale Funktion

Innere Funktion ist eine lineare Funktion e Summendarstellung der Polynomfunktion
[sta ) ax— Lr) F(8) = 0" + a1 + a0 012+
a oder
f(x) =az™ +bz" ! +can2...
4.3.4 Graph der Stammfunktion Die hochste Potenz (n) gibt den Grad der Polynomfunktion an.

e Produktdarstellung (faktorisierte Form) der Polynomfunktion
Ist der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der (reellen)Nullstellen, kann man die
Funktion in faktorisierter Form schreiben.

fl@)=a(z —z1)(x — x2)(z — x3)...

Zu jeder Funktion f(x) gibt es eine Menge von Stammfunktionen F(x), die um ¢ in y-
Richtung verschoben sind.

Funktion f(z) Stammfunktion F'(z) Nullstellen: z1, zs, x3...
NST f(z) =0 Extremwert (HT) Linearfaktoren: (z — x1), (x — x2)...
VZW von + nach — HP a=Koeffizient der héchsten Potenz
VZW von — nach + TP Grad 1: Lineare Funktion
NST ohne VZW TEP f(x)=ar+b
Extremwert N Wp Grad 2: Quadratische Funktion
f(z)>0 (p051t1Y) SIS f(@)=az?+bx+c f(x)=alzx—21)(r — 22)
IJ; (S$) < 0 (negativ) Znéf Grad 3: Kubische Funktion
z) =ax® +bx’+cx+d
o - f(z) = ax

f(x) = a(e —21)(x — a2) (2 — 3)

Grad 4: Biquadratische Funktionen

f(x) =az* +bx® + ca® +dv +e

f(x) = a(z —21)(x — 22)(x — 23) (2 — 24)

Grad 5:

f(x) = az® + ba* + cad + da? +ex + f

f(x) = a(x —21)(x — w2) (2 — 23) (¢ — 24)(x — 25)

Definitions- und Wertebereich

e Definitionsbereich D =R

e Wertebereich

- hochster Exponent ungerade:
W=R

- hochster Exponent gerade:

W = [absoluter Tiefpunkt;oo]
W =] — oo;absoluter Hochpunkt]
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Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:
f(=z)=—f(2)

f (z) hat nur ungerade Exponenten
Achsensymmetrie zur y-Achse:
f(=z) = f(z)

f () hat nur gerade Exponenten

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

e Funktionsterm gleich Null setzen und die Gleichung 16sen. ( siehe Algebra-Gleichungen)
fx)=0 az"+br" L +ca"2.=0

e hochster Exponent ungerade

1 £ Anzahl der Nullstellen £ Grad des Polynoms

e hiochster Exponent gerade

0 < Anzahl der Nullstellen < Grad des Polynoms

Faktorisierte Polynomfunktion

e Nullstellen aus faktorisierten Polynom ablesen.
a(x —x1)(x — x2)(x — 3)... =0

Nullstellen: z1, 2, x3...

Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse

Bei ganzrationalen Funktionen kann sich das Vorzeichen nur an den Nullstellen dndern.
Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wahlen und das Vorzeichen
des Funktionswerts in die Tabelle eintragen.

Vorzeichentabelle mit f(x)

Tz < 1 <z
f(z) + 0 -
Gmph oberhalb unterhalb

+ f(x)>0 Graph oberhalb der x-Achse
- f(x)<0 Graph unterhalb der x-Achse

Grenzwert - Verhalten im Unendlichen
f(x) = apa™+a,_12" 1 ta, 02" % +arxt+ag lim f(z) = +oo lim f(z) =+o0
T—r0o0 Tr——00

Das Vorzeichen des Glieds mit der héchsten Potenz und der Grad des Polynoms bestim-
men das Vorzeichen des Grenzwerts.
Grenzwert gegen plus Unendlich

Ay, Grad Grenzwert

+ gerade lim a, -o0” = oo
T — 00

+ ungerade lim a, -oco"™ = oo
T —r o0 .,

- gerade lim a, o™ = —co
xTr—r oo

- ungerade lim a, o™ = —co
€T —r o0

Grenzwert gegen minus Unendlich

an Grad Grenzwert
+ gerade lim ap - (—00)" = oo
€T —r — 00
+ ungerade lim ap - (—00)" = —c0
x— —o0
- gerade lim a, - (—oc0)" = —c0
Tr—r—00
ungerade lim ap - (—00)" = co
z—— 00
Ableitung

f(x) = apnz™ + ap_12™ L. + axx?® + a1zt + ag

Die Ableitungen bildet man durch: Exponent vorziehen und vom Exponenten 1 abziehen.
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion an der Stelle x an.

Die zweite Ableitung f” (x) gibt die Kriimmung der Funktion an der Stelle z an.
fl@)y=an-n- 2" +a,1-(n—1)- 2" 2. . 4az-2- 221+ a4

f(x) =ax™ f'(z) = naz™ !
Grad 1: Lineare Funktion
f@)=az+b fl@)=a

Grad 2: Quadratische Funktion

f(x)=az?+bx+c f(v)=2ar+b

Grad 3: Kubische Funktion
f(@)=az® +bz? +cx+d f(x)=3az?+ 2bx+c
Grad 4: Biquadratische Funktionen

f(x) =az* +bad +ca® +dv +e

f'(z) = dax® + 3bz? + 2cx + d

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

e f'(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 21..).

In diesen Nullstellen (zg,;..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder
Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hinreichende Bedingung)

o [ (x0) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei z

e f""(x0) < O(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg

o " (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

Extremwerte und das Monotonieverhalten
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Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte (Minima) der Funktion. In
den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

In diesen Nullstellen (zg,z1..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder
Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. Einen
Wert kleiner bzw. grofier als die Nullstelle wahlen und das Vorzeichen von f’(z) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg, z1..). Zur Unterscheidung zwischen Wen-
depunkt und Flachpunkt werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin-
reichende Bedingung)

Einen Wert kleiner bzw. groer als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f”(x) in
die Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekrimmt (RK) nach linksgekriimmt
(LK) oder von linksgekriimmt nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(x) von Plus nach Minus oder von Minus

e Hochpunkt (HP)

nach Plus.
Tz < 1 <z x < 1 < x
7@ [+ 0 - 7@ | — 0 +
Graph LK WP RK Graph RK | WP LK

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton steigend (sms) nach streng monoton

fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Plus nach Minus.

xr < 1 <x

e Flachpunkt (FP)
Kriimmungsverhalten &ndert sich nicht
Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

@) [ + 0 -

x < 1 <x x < 1 <x

Graph | sms | HP | smf

ORI 0 + @) | — 0 —

e Tiefpunkt (TP)

Graph | LK | FP | LK Graph | RK | FP | RK

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton fallend (smf) nach streng monoton

steigend (sms).

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Minus nach Plus.

T < T <z
ff@) [ — T 0] +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten dndert sich nicht. Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung.
z < z1 <z z < 1 <z
) [+ 0 + [ S [ = 0 -
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit
eingetragen werden.

Wendepunkte und 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.
e f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg, x1..).

Einsetzen der Nullstellen xg, x;.. in die 3. Ableitung (Hinreichende Bedingung)
o " (x9) # 0 = Wendepunkt

Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten
Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.
e f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Rander des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit einge-
tragen werden.

Stammfunktion von f(x)

Stammfunktionen bildet man durch: zum Exponent 1 addieren, durch den Exponenten
dividieren.

f(z) =ax™ F(z)= n%rlax"H +c

Unbestimmtes Integral: F'(z) = [ f (z)dz = F(x) + ¢

Bestimmtes Integral
T2

A= [ f(x)de=[F(2)]] = F(a2) - F(21)

4.4.2 Gebrochenrationale Funktion

Formen der gebrochenrationalen Funktion

Summend(ar)stellung der gebrochenrationale Funktion:
Z(x

AnZ™ + G 1" F a0z 2 4 a0z? + a1zt + ag
o b ™ 4+ by 1™ £ by _0x™ 2.+ b2 4+ bl + by
Zahlerpolynom vom Grad n:
Z(2) = ana™ + apn_12" "t + apn_2a™ 2. + agx?® + arxt + ag
Nennerpolynom vom Grad m:
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N(x) = bpp@™ + by 1 2™+ by 0™ 2.+ box? + byx! + by

Produktdarstellung (faktorisierte Form) der gebrochenrationale Funktion:

fz)=a (z —21)(z — 29)(z — 23)...

(z —n1)(x — n2)(x — ng)...
21, Z2, z3... Nullstellen des Zahlers
n1, N9, n3... Nullstellen des Nenners

Definitions- und Wertebereich

Definitionsbereich:
Nullstellen des Nennerpolynoms ausschlieflen.
Nennerpolynom: N(z)=0

ny, no, ns... Nullstellen des Nenners (Definitionsliicken)
D =R\ {ng,n1,n2..}

(siehe Algebra - Gleichungen)

Wertebereich:

Bestimmung nur nach Kurvendiskussion moglich.
Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:

f(=o) = —f ()

Achsensymmetrie zur y-Achse:

f(=2) = f (@)

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
Zahlerpolynom gleich Null setzen.

Zghlerpolynom: Z(x)=0

21, 29, z3... Nullstellen des Zahlers

(siehe Algebra - Gleichungen)

Verhalten im Unendlichen - Grenzwert - Asymptoten

e Zihlergrad>Nennergrad
ILm f(z) = to0 EIEI f(z) = 0

Das Vorzeichen der Glieder mit der hochsten Potenzen und der Grad der hochsten

Exponenten, bestimmen das Vorzeichen des Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich

: ap | ()" _
Jm g - oy = 00

Grenzwert gegen minus Unendlich
an , (z00)"

lim - (700)m::|:oo

T—r—00

e Zihlergrad=Nennergrad+1

lim f(x)=2400

T—Fo0
Polynomdivision - schiefe Asymptote
o Zihlergrad=Nennergrad

Gn
li =
Jm fz) =

a
horizontale Asymptote: y = b—”
m

e Zihlergrad<Nennergrad
horizontale Asymptote: y = 0

Verhalten an den Definitionsliicken - Grenzwert - Asymptoten

D=R \ {xo,l‘l..}

Zo,x1.. sind Definitionsliicken von f(x)
lim f(z) =00 =

Tr—>T0o

Vertikale Asymptote: © = xg
Ableitung

Die Ableitungen bildet man durch die Quotientenregel:
Fla) = Z'(x) - N(z) — Z(x) - N'(x)
(N(x))?

Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion an der Stelle x an.
Die zweite Ableitung f” () gibt die Krimmung der Funktion an der Stelle  an.

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

o f'(z) = 0 (Notwendige Bedingung)
Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,;..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder

Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hinreichende Bedingung)

o " (z9) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei
e f""(x0) < O(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg
o f""(x0) =0A f" (x0) # 0= Terrassenpunkt

Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte (Minima) der Funktion. In

den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente (HT).

e f/(x) = 0 (Notwendige Bedingung)
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Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen Hochpunkt, Tiefpunkt oder
Terrassenpunkt (Sattelpunkt) besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. Einen
Wert kleiner bzw. grofier als die Nullstelle wiahlen und das Vorzeichen von f'(z) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton steigend (sms) nach streng monoton
fallend (smf).

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Plus nach Minus.
z < 1 < x
f@) [ + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten dndert sich von streng monoton fallend (smf) nach streng monoton
steigend (sms).

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Minus nach Plus.

x < T <x
f@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

o Terrassenpunkt (TEP)
Monotonoieverhalten dndert sich nicht. Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z < 1 <z
f@) [+ 0 + f@) | = 0 -
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit
eingetragen werden.

Wendepunkt und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.
o ["(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

Einsetzen der Nullstellen zg, ;.. in die 3. Ableitung (Hinreichende Bedingung)
o " (x9) # 0 = Wendepunkt

Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsverhalten gleich Null.

e f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, x1..). Zur Unterscheidung zwischen Wen-
depunkt und Flachpunkt werden die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin-
reichende Bedingung) Einen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wihlen und das
Vorzeichen von f”(x) in die Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt (RK) nach linksgekriimmt
(LK) oder von linksgekriimmt nach rechtsgekriimmt.
Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(x) von Plus nach Minus oder von Minus

nach Plus.
Tz < 1 <z x < T <x
7@ [+ 0 — 7@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK || Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)
Kriimmungsverhalten dndert sich nicht.
Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

T < xr1 <z x < x1 < x
f7=) | + 0 + @) | = 0 —
Graph | LK | FP | LK Graph | RK | FP | RK

Die Rander des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miissen in die Tabelle mit einge-
tragen werden.

4.4.3 Exponentialfunktion (Basis e)

Formen der Exponentialfunktion
Exponentialfunktion

f(@) = e

Allgemeine Exponentialfunktion

f(z) = ae®®=9) +d

(siehe Funktionen - Exponentialfunktion)
Definitions- und Wertebereich

fw) = e

D=R W =R"
f(z) = ae’@=9) 4 d
D=R

a>0 W = [d; oo
a<0 W =] — o0;d]

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
fz)=¢€" €® > 0 = keine Nullstellen

f(z) = ae®®@=) 4 ¢

ae’@=) 4 d =0 /—d

aeb@=9) = ¢ /:a
—d
b(z—c) — 7 1
e ) o /In
— >0

a

bz —c) = n (‘j)

/:b /+ec
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_ (37 n a-b> 0= streng monoton steigend (sms)
v ; b ¢ a - b < 0 = streng monoton fallend (smf)
— <0 = keine Nullstellen T i Monomzﬁ‘frhalmn

a - + smf

+ - smf
Grenzwert - Asymptoten -] - sms
fle) = e Ableitun
T g

lim e* = +o00 z ' x
wreo : fla)=e" fl(z)=e
IE@OO ef=0 = horizontale Asymptote y=0 Ableitung mit Kettenregel
f@) = ac?e=9 +d fla)=e=  f(2)=ac™
lim ae?®=%) 4+ d f(z) =ae’@=9) 4+ d f'(z) = a-bebE=0)
&I Kriimmungsverhalten

Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0:
lim b(co—¢c) =00 lim e*® =00 lim aco+d =00

fla)=e ' (x)=e"

w?oo ) T—00 i P e® > 0 = linksgekrimmt (LK)
Am blmeo )= oo lm e =0 f(@) = a9 + d
lima-0+d=d = HA:y=d " (2) = a-b2ebl@=c)
T—r00 b —C
a b Grenzwert — +o00 Asymptote € (@=c) >0
+ + "liﬂm ae?@= L g = 0o keine a>0= hnkbgekrummt (LK)
|+ ] lim @@ 4 d= - keine a < 0 = rechtsgekrimmt (RK)
+ - Lﬂlir.;l ae?@=9) L g=d y=d
- - | Jlim a9 +d=d y=d Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral
a b Grenzv;/(elv"ti:) — 00 Asymptote f (J?) =e* F (13) =e* 4+ k?a
+ + 21111100 ae +d=d y=d f ((E) _ aeb(w—c) F (37) _ 7eb(w—c) Tk
- + 2131 ae?@=9) L g=4q y=d b
+ - Llrzl ae®=9) L g = keine
- - lim ae’®@ 9 4+ d=— keine . . .
L eo—e 4.4.4 Logarithmusfunktion (Basis e)
Ableitung
Formen der Logarithmusfunktion
f(x)=¢€" f(x)=¢€" /" (x)=¢€" Logarithmusfunktion
Ableitung mit der Kettenregel flx)=Inz
f(z)=e" [’ (x) = beb® f" (z) = b%eb Allgemeine Logarithmusfunktion
f(x)=ae’@=9 +d  f(z) =a- b= f(z) =aln(b(z —¢)) +d
" (x) = a-b2eb=0) (siehe Funktionen - Logarithmusfunktion)
Monotonieverhalten Definitions- und Wertebereich
f(z)=Inz
fx)=¢€" fl(x)=¢€" W=R
e” > 0 = streng monoton steigend D=RT
f/(g(c)>: aeb(c”—bc() + ;l f(z)=alnb(z —c)+d
f(x)=a-be”*~¢ W=R
=) >0 Definitionsbereich: bz — ¢ > 0
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eb>0 D =]c; oo

eb <0 D =] — oo; (]

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
f(z) = In(x)

In(z) =0 /e

x=e

r=1

Grenzwert - Asymptoten

f(x) = In(z)

lim In(z) = —c0 = vertikale Asymptote: z =0
z—07+

mli,m In(z) = 00

f@)=aln(b(x — ) +d
Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0:
lim b(oco —¢) = 0 ]i_}mlnoozoo lim aco +d = o0

lim b(ct —¢)=0" lim In0" = —c0
z—ct z—0*t

lim a-(—00)+d=—00 =VA:z=c
z—0+

a b Grenzwert — +oo Asymptote
+ + lim alnb(z —c) +d =00 keine
xr—r o0
- + lim alnb(z —c¢) +d= —o0 keine
€T —r 00
+ - lim alnb(z —c)+d= o0 keine
Tr—r— 00
- - lim alnb(z —c)+d=—o0 keine
&Tr—r— 00
a b Grenzwert — ¢ Asymptote
+ | + lim alnb(z —c)+d= —o0 r=c
xr—rc
- + lim alnb(zx —c)+d= o0 T=c
Tr—rC
+ - lim alnb(z —c)+d= —o0 r=c
r—cT
- - lim alnb(z —c)+d= o0 T=c
xr—c
Ableitung
1
f@)=In(@) @)=t =0
-1
" —2
f xr) = —xI =
(@) -

Ketten- und Quotientenregel :

b 1
frg 1 ! = — = —
f(x) =Inbx f (1x) =
(@)= —a7? = p)
B B , _a-b
f(@)=aln(b(z—c))+d  [f'(z)= bz — o)
" . —a- b?
I =G —ap
Monotonieverhalten 1
f@)=n@)  fa)=:=a"
1 = streng monoton steigend D=R"
T
_ B , o a-b
b(x—c)>0
a b Monotonieverhalten
=+ =+ sms
- + smf
+ - smf
Kriimmungsverhalten
-1
f@=I@) f@)=—a?=—
_—2 < 0 = rechtsgekrimmt (RK)
T
—a - b?

f(x) =aln(b(z —c)) +d [ (x) =

(b(x —¢))2 >0

a > 0 = rechtsgekrimmt (RK)

a < 0 = linkssgekriimmt (LK)

Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral

f(z) =In(x) F(z)=zln(z)—z+c

(b(z —¢))?
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4.5 Aufstellen von Funktionsgleichungen Bedingungen fiir die Funktion Gleichung
Punkt P(z0/y0) f(zo) =10
Nullstelle an der Stelle zg f(zo) =0
Punkt auf der y-Achse yq f(0) =y
Extremwert an der Stelle zg f(z0) =0
Horizontale Tangente an der Stelle | f/(z¢) =0
T
Beriihrpunkt der x-Achse an der f/(xo) =0
Stelle zg f'(x0) =0
Yo = mxg + 1t
4.5.1 Ganzrationale Funktion Tangente: y = mz +t in 2o f(@o) = wo
J'(xo) =m
Yo = mxgo +1
Normale: y = mx + ¢ in g flxo) =yo
f(wo) = —
Wendepunkt an der Stelle zq f(zg) =0
!/
Terrassenpunkt an der Stelle xq ji,,((xxoo));%
Steigung m an der Stelle x f'(xo) =m
Hoch-/Tiefpunkt(zg/yo) }t,(xo) —_y(;)
Eine ganzrationale Funktion vom Grad n ist durch n+1 Bedingungen eindeutig festgelegt. 7 ((xo)):
f(@) = ana™ + an_12" 1 + ap_ox™ 2. + a22? + a1zt + ag Terrass Kt f/on —_y(;)
Um die n+1 Koeffizienten (ay,,an—1..,a0) berechnen zu koénnen, sind n+1 Gleichungen errassenpunk?t (o /yo) ,,(xo) - 0
(n+1 Bedingungen) nétig. ! (xo)_—
Funktion vom Grad 2 Wendepunkt(zo/yo) ! ,(,IO) _7y0
Um die 3 Koeffizienten (a,b,c) berechnen zu kénnen, sind 3 Gleichungen (3 Bedingungen) :J; (;Ton)w; (:_ 7
notig. o=
f(z) =az? +br+c Wendetangente: y = mz + t in xg f/(xo) — W
F(x) = 2az +b fl@o) =m
Funktion vom Grad 3 (o) =0
Um die 4 Koeffizienten (a,b,c,d) berechnen zu konnen, sind 4 Gleichungen (4 Bedingun-  Steigung m im Punkt P(z¢/9o) f /(xo) — %
gen) nétig. f(r) = ax® +bx? +cx +d . f.(sco) -m
F'(2) = 3az2 + 2bz + ¢ Achsensymmetrie f(x) = f(—x) Glieder mit
#(x) = 6az + 2b ungeraden
Funktion vom Grad 4 ii?;ﬁ:gten
_ 4 3 2
?( EE 33) :a4ix;_ix3b;_26j_ 2—ci_wdi ;ii_ ‘ Punktsymmetrie f(x) = —f(—x) Glieder mit
" (x) = 12a2? + 6bz + 2¢ geraden
Exponenten
entfallen
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5 Stochastik

5.1 Statistik

5.1.1 Mittelwert - Median - Modalwert

Arithmetisches Mittel
Durchschnittswert  der Datenreihe x1, x5, x3....2,
n - Anzahl der Elemente
%(xl + xo + T3....2p)

n
1

fE ;i

n <
1=1

Median

Zentralwert der geordneten Datenreihe

n - Anzahl der Elemente

Toned = % wenn n gerade

Tmed = T(n+1)/2 Wenn n ungerade

Spannweite

Differenz zwischen dem grofiten und kleinsten Wert der geordneten Datenreihe

S]]
Il

S]]
Il

d = Tmaz — Tmin
Haufigkeitstabelle - Modalwert
Wert aus der Datenreihe, der am haufigsten vorkommt

5.2 Kombinatorik
5.2.1 Grundlagen

Fakultat
nl=1-2-...-(n—=1)-n
Binomialkoeffizient

n n! ..

i :7k!(n—k)! n iber k

(0)=0)=r ()=(2)

5.2.2 Anzahl der Anordungen - Permutation

Anzahl der Anordungen ohne Wiederholung - alle Elemente verschieden
nl=1-2-...-(n—1)n
Anzahl der Anordungen ohne Wiederholung - nicht alle Elemente verschieden

n!

kylka! - k!

5.2.3 Auswahl mit Beachtung der Reihenfolge - Variation

Auswahl ohne Wiederholung der Elemente

n! n
—— =k!.
(n—k)! k
Auswahl mit Wiederholung der Elemente

nk

5.2.4 Auswahl ohne Beachtung der Reihenfolge - Kombination

Auswahl ohne Wiederholung der Elemente

n! n .
m = (k) n iber k
Auswahl mit Wiederholung der Elemente

T
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‘Wahrscheinlichkeit

5.3 Wahrscheinlichkeit

5.3.1 Zufallsexperiment

Ergebnis - Ereignis
e Ein Zufallsexperiment ist beliebig oft wiederholbar

e Die Elementarergebnisse (Stichproben, Ausgénge) wi,ws,ws,... des Zufallsexperiment

sind nicht vorhersagbar

e Die Menge aller Ergebnisse heifit Ergebnisraum 2
e |Q)] ist die Anzahl der Ergebnisse von 2

e Ein Ergeignis A ist eine Teilmenge von )

o |A| ist die Anzahl der Elemente von A

e Die Menge aller Ergeinisse heifit Ereignisraum P
Schnittmenge N von Ereignissen

A ={c;d;e}
B = {a;b;¢;d}
ANB={¢d}

Alle Ergebnisse die in A und zugleich in B enthalten sind.

Vereinigungsmenge U von Ereignissen

A ={c;d;e}

B = {a;b;c;d}

AUB = {a;b;¢;d; e}

Alle Ergebnisse die in A oder B enthalten sind.
Differenz ~\ von Ereignissen

A ={c;d;e}
B = {a;b;c;d}
ANB = {e}

Alle Ergebnisse die in A, aber nicht in B enthalten sind.

Gegenereignis A
A=Q\A

Alle Ergebnisse die in €2, aber nicht in A enthalten sind.

Vereinbare - unvereinbare Ereignisse
ANB = {} & unvereinbare Ereignisse
ANB = {a,b...} © vereinbare Ereignisse
Rechengesetze

o Kommutativgesetz

AUB=BUA

ANB=BnNA

o Assoziativgesetz
Au(BUC)=(AUuB)UC
ANn(BnC)=(AnB)NnC

e Distributivgesetz
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

e De Morgan
ANB=AUB
AUB=ANB
A=A

e Neutrales Element
AU =A

AND =0
elnverses Element
ANA=0

AU A =Grundmenge

5.3.2 Relative Haufigkeit

Deﬁnitiokfl

n - Anzahl der Wiederholungen eines Versuchs
A - Ereignis

k - Absolute Haufigkeit von A

h(A) - Relative Haufigkeit von A

Eigenschaften

e 0<h(A)<1

o (D) =

o h(2) =

o h(AUB) = h(A) + h(B) — h(ANB)

e h(AUB) =h(A)+ h(B), wenn ANB =10
e h(A)=1-— h(Z)

5.3.3 Wahrscheinlichkeit
Laplace-Wahrscheinlichkeit

Voraussetzung: Elementarergebnisse sind gleichwahrscheinlich
n - Anzahl der Wiederholungen eines Versuchs
A - Ereignis
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k - Anzahl der giinstigen Versuchsergebnisse fiir A
P(A)- Wahrscheinlichkeit von A

Eigenschaften

e 0<P(A)<1

e P() =

e P(N)=1

e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

e P(AUB) = P(A)+ P(B), wenn ANB =10
e P(A) =1- P(A)

e P(A)=1-P(A)

5.3.4 Mehrstufige Zufallsexperimente

Baumdiagramm

—~

D AD

A

&
s
&

T

o

~—

!

C

~—

D BD

5

"U

e

~

T

S

~—

D CD

A

pp)f D . . .

Es werden mehrere %Plfallsexperlmente nacheinander ausgefiihrt. Jedes mogliche Elemen-
tarereignis wird zu einem Knoten (A,B,C..) im Baumdiagramm.

Zufallsexperiment 1: Q = {A, B,C}

Zufallsexperiment 2: Q = {D, E}

Die Knoten werden durch Pfade verbunden und die Wahrscheinlichkeiten angetragen.
(P(A),P(B)...)

Die Wahrscheinlichkeiten an einem Knoten miissen sich zu 1 addieren.

1. Pfadregel (Produktregel)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses (AD,AE..)ist gleich dem Produkt der Wahr-
scheinlichkeiten entlang dieses Pfades.

P(AD) = P(A)- P(D) P(AE)=P(A)-P(E)

P(BD)= P(B)-P(D) P(BE) =P(B)-P(E)

P(CD)=P(C)-P(D) P(CE)=P(C)-P(E)

2. Pfadregel (Summenregel)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten
ihrer Ergebnisse .

P(AD,CD) = P(AD) + P(CD)

5.3.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

PaB) 5 AnB

P(A) A<
pyB) B ANB
PiB) p Anp
P(A) A< -
B AnB

P4(B) oder auch P(B\A?Z(B>
Die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A. Die Wahrscheinlichkeit von B,
wenn A schon eingetreten ist.

1. Pfadregel

P(ANB) = P(A)- Pa(B) PA(B)P(Jf(Z)B)
P(ANB) = P(A)- Pa(B) PA(B)ZP(Jf(Z)B)
PN E) = P() - P4(5) | Pa(8) = Z2 0
P(ANB) = P(4) - P4(B) A<B)=W
Pe(A) 4 AnB
I
P(B) _B
/ EA Ane
Pgp(A) oder auch P(A|B)
\ P5A) 4 AnB
~_. =
P(B) B
I S

— A
Die Wahrscheinlichkeit VOPE kﬁl anter der Bedingung B. Die Wahrscheinlichkeit von A, wenn
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B schon eingetreten ist.
1. Pfadregel

P(ANB) = P(B) - Pp(4) | Py(4) = £

D)
o
I
3
oF
N

R
I

TEEx

+ 4+ +
NN

DO D DD

% % &l
T 05\0 m?

ENENENES
2D DD
ala-gacfr

—~

5.3.6 Vierfeldertafel

Relativer Hiufigkeiten

Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen.

1. Merkmal hat die Ausprdgung A und E
2. Merkmal hat die Auspragung B und B

A 1 5
B | h(ANB) | h(ANB) h(B)

a b a+b
B | h(ANB) | h(ANB) h(B)

c d c+d
> | A h(A) 1

a+c b+d a+b+c+d

Relative Haufigkeit der Auspriagung
h(A), h(B), h(A), h(B)

h(B)+h(B)=1  h(A)+h(A) =1
Relative Héaufigkeit von der Schnittmenge
h(AN B),h(ANB),h(ANB,h(AN B)

h(B) = h(AN B) + h(AN B)
h(B) = h(AN B) + h(AN B)
h(A) = h(AN B) + h(AN B)
h(A) = h(AN B) + h(AN B)
Relative Haufigkeiten von der Vereinigungsmenge
h(AU B),h(AU B),h(AU Bh(A U B)
h(AUB)=h(ANB) +h(ANB)+h(ANB
h(AUB)=h(ANB)+h(ANB)+h(ANB
h(AUB)=h(ANB)+h(ANB)+h(ANB
h(ANB)=hANB+h(ANB)+ h(ANB
h(AUB)=1-h(ANB)
h(AUB) = 1 h(AN B)
h(AUB)=1-h(ANB)
h(ANB) = 1 —h(ANB)
Relative Haufigkeit unter einer Bedingung
ha(B) = h(AN B)
! h(4)_
—. h(ANDB)
h(AN B)
hz(B) = W)
hz(B) = 7]1(593)
(A)
Wahrscheinlichkeiten

Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen.
1. Merkmal hat die Ausprigung A und A.
2. Merkmal hat die Auspragung B und B.

A a 5
B (ANB) | P(ANB) P(B)
a b a+b
B | P(ANB) | P(ANB) P(B)
c d c+d
> P(A) P(A) 1
a—+c b+d a+b+c+d
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Wahrscheinlichkeit der Auspriagung
P(A), P(B),P(A), P(B)

P(B) + P(B) =

P(A)+ P(A) =1
Wahrscheinlichkeit von der Schnittmenge
P(ANB),P(ANB),P(ANB,P(ANB).
P(B) = P(ANB) + P(AN B)
P(B)=P(ANB)+ P(ANB)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

Berechnungen mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(ANB) = Ps(B) - P(A)
P(ANB) = Pa(B) - P(A)
P(ANB) = Pg(B) - P(A)
P(BNB) = Py(B)- P(4)
Wahrscheinlichkeit von der Vereinigungsmenge
P(AUB),P(AUB),P(AUBP(AUB)

P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(ANB)=P(ANB+ P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(ANnB)=1-P(ANB)

Stochastische Unabhingigkeit

P(ANnB) = P(A)- P(B) & AB unabhingig
P(ANB) # P(A) - P(B) & A,B abhingig

5.3.7 Binomialverteilung

Definition
P(X =k) = B(n,p,k) = (1) -pF - (1 —p)~*

Voraussetzung

e Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ausgéingen (Bernoulli-Experiment)

e p - Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A

e Stichprobe mit Zuriicklegen - Wahrscheinlichkeit p d&ndert sich nicht
e n - Anzahl der Wiederholungen des Versuchs (Bernoullikette der Lénge n)

e Das Ereignis A tritt genau k-mal ein.
Verteilungsfunktion

k
F(k)=P(0< X <k) =ZB(n;p;i)

Bereiche der Binomialverteilung
hochstens k- mal

Pz <k) Z:Bnp7 F(k)

weniger als k mal

Pz < k) ZB n;p;i) = F(k—1)
mindestens k- mal

P(z > k) X:Bnp7 =1-F(k-1)
mehr als k-mal

Pz > k)= Z B(n;p;i) =1 — F(k)
i=k+1
mindestens 1—ma1

P(z>1) ZBnp, =1-F(0) =

1—B<n;p;o>:1—(’g)-p A—pt =1 ()

3-mindestens- Aufgabe
Pin ist die Mindestwahrscheinlichkeit fiir mindesten einen Treffer (x > 1) und der
Trefferwahrscheinlichkeit p bei mindestens n Versuchen.

Gesucht: n - Mindestanzahl der Versuche
1-— PI?(O) > Poin

1—(1=p)" > Pnin /= Pmin/ + (1 —p)"
1—Ppin>(01-p)" /ln

111(1 - Prmn) Z 111((1 - p)n)

In(1 — Ppin) > nln((1 —p) /:in(1—p)
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hl(l — szn)
In(1 — p)
ln(l — szn)
In(1 - p)
Gesucht: p - Wahrscheinlichkeit eines Treffers
P;(JCZ 1) > Phin
1= P(0) > Prin
1- (g 'pO' (1_p)n mezn
l_Pmin 21(1_p)n /; .
(1_szn)221_? /+p/ ( - mzn);
pZ 1_(1_‘Pmin)E

Wartezeitaufgaben
Erster Treffer im n-ten Versuch

PE)=(1-p)" ' p

Erster Treffer frithestens im n-ten Versuch
P(E)=(1-p)™!

Erster Treffer spétestens im n-ten Versuch
P(E)=1-(1-p)"

k-ter Treffer im n-ten Versuch

P(E) = <Z_i P (=p) T p

k-ter Treffer frithestens i 1m n ten Versuch
P(E)=P(z <k-1) ZB —1;p;i)

k-ter Treffer spétestens im n-ten Versuch
k—1

P(E)=1-P@<k-1)=1-Y B(n;p;i)
=0

5.3.8 Hypergeometrische Verteilung

Definition X N_K
Voraussetzung "

e Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ausgéngen

e Stichprobe ohne Zuriicklegen - Wahrscheinlichkeit p &ndert sich
e N - Anzahl aller Elemente

e 1 - Anzahl der Wiederholungen des Versuchs

e K - Anzahl von A unter den N - Elementen

e Das Ereignis A tritt genau k-mal ein

5.3.9 Erwartungswert - Varianz - Standardabweichung

Wahrscheinlichkeitsverteilung
ZufallsgroBle X mit den Werten 1, zo, T3...
Wahrscheinlichkeitsverteilung

X ‘ X1 ‘ To ‘ I3 ‘ Tq ‘ .
X)‘Pl \p2 \p3 \p4\--
Erwartungswert:

E(x)=p=x1-p1+x2-p2+23-p3....

=p= le - P(z;)
i=1

Varianz:
Var(z) = (v1 — u)? - p1 + (22 — )% - pa + (v3 — )% - pa+....
n

Var(z) = Z(l‘i —w)*- P(x;)
i=1
Standardabweichung:
Var(z)
Binomialverteilung

Binomialverteilung B(n;p)

X |0 |1 | 2 |3 B
X) | B(m;p;0) | B(n;p;1) | B(n;p;2) | B(n;p;3) | -

Erwartungswert:

E(@)=p=n-p

Varianz:

Var(z) =n-p-(1-p)

Standardabweichung:
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Testen von Hypothesen

o=+/Var(x)

5.4 Testen von Hypothesen

5.4.1 Einseitiger Signifikanztest

Definitionen

e Testgrofle: Binomial verteilte Zufallsgrofie X

e Nullhypothese Hy: Vermutete Wahrscheinlichkeit fiir die Zufallsgrofie X

e Gegenhypothese H;: Alternative Wahrscheinlichkeit

e Stichprobenldnge n : Anzahl der durchgefiihrten Versuche

e Entscheidungsregel: Annahme- und Ablehnungsbereich fiir die Nullhypothese

e Fehler 1. Art ( a-Fehler): Hy wird irrtiimlich abgelehnt. Entscheidung gegen Hy, aber
H ist richtig.

e Fehler 2. Art (/5-Fehler): Hy wird irrtiimlich angenommen. Entscheidung fir Hp, aber
Hj ist nicht richtig.

e Irrtumswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1 Art. Berechnung durch: o =
Py ( Ablehnungsbereich von Hy)

e Signifikanzniveau: maximale Irrtumswahrscheinlichkeit

Rechtsseitiger Signifikanztest

Annahmebereich | Ablehnungsbereich
A=1{0...k} A={k+1..n}
Hy:p<pg richtig Fehler 1. Art
Hy:p>po Fehler 2. Art richtig

Aufgabentyp 1

Gegeben: n, Hy ,Annahme-und Ablehnungsbereich

Gesucht:Irrtumswahrscheinlichkeit (Fehler 1. Art)

a= P} (A)

a=PR(X > k+1)= Y7, B(nipoii)

a=1-P'(X <k)=1-Y" B(n;ppi)=1— F(k)

Aufgabentyp 2

Gegeben: n,Hy,Signifikanzniveau

Gesucht: Annahme-und Ablehnungsbereich

Pr(A) <a

Linksseitiger Signifikanztest
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Testen von Hypothesen

Ablehnungsbereich | Annahmebereich
A={0...k} A={k+1...n}
Hy:p>po Fehler 1. Art richtig
Hy:p<po richtig Fehler 2. Art

Aufgabentyp 1

Gegeben: n, Hy, Annahme-und Ablehnungsbereich
Gesucht:Irrtumswahrscheinlichkeit (Fehler 1. Art)

a= Py (A)

a=Pr(X <k)=Y",B(npoi) = F(k)

Aufgabentyp 2

Gegeben: n, Hy,Signifikanzniveau «

Gesucht: Annahme-und Ablehnungsbereich

Pl (A) <a

Pr(X<k)<a
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6 Analytische Geometrie Punkt: A(zq/ya)
Vektor : ¥ = ( 5
6.1 Vektorrechung in der Ebene . .
g OB=0A+7v B=A+7
6.1.1 Vektor - Abstand - Steigung - Mittelpunkt ( B ) — ( ra ) + ( x )
YB YA Y
Vektor - Ortsvektor
e Vektor ¢ - Menge aller parallelgleicher Pfeile
L ( T 6.1.2 Skalarprodukt - Fliche - Winkel
Y
e Ortsvektor ¥ - Vektor zwischen einem Punkt und dem Koordinatenursprung = ( Ta ) b= ( b )
A(xa/ya) Ya Y
. R T Steigung der Vektoren
A=0A= ¢ _ Ya W
Ya Mq = ; mg = ;
e Gegenvektor ¥ - gleiche Lidnge und Richtung aber entgegengesetzte Orientierung My = mi, — Vektor enb sind parallel
7= ( s ) Skalarprodukt
Y - x x
dob= “ o ) =g wptya
Vektor zwischen 2 Punkten Ya Yo
2 Punkte: A(zq/ya) B(zo/yp) Senkrechte Vektoren:
Iy I e aob=0=albd
S\ WY )\ Y Flidche aus 2 Vektoren .
Liange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten Flache des Parallelogramms aus d, b
Bl — /2 2 a
AB| = J?c+yc A= i 5: =Taq Y — Ya * Th

"ﬁ = \/(xb - xa)Q + (yb - ya>2) Y

Flache des Dreiecks aus a, b

Steigung der Graden AB L ome L
AB=( " A=3 Yo Ub =5 (Ta Yp — Yo~ o)
Y
Steigung der Graden AB Winkel zwischen Vektoren
m= = R
x aob
Winkel des Vektors mit der x-Achse cos O = ———
tana =m |a|-‘b’
X ot Ya Yb
cosa =
Mittelpunkt der Strecke AB VaZ+y2 -2l +y?
M=1(A+B
M=1 <( Ta ) + < To )> 6.1.3 Abbildungen
Ya Yb
M (Zafin jYatin ) Lineare Abbildung in Matrixform - Koordinatenform
Vektorkette Matrixform
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Vektorrechung in der Ebene

Koordinatenform
'\ [ axz+b-y (e
Y " \Ncecxz+d-y f
'\ [ a-zxz+b-y+e
v ) \catdy+f

¥=a-z+b-y+e Y =cx+dy+f

~

Verschiebung
Punkt: P(zp/yp)

Vektor : 7= ¥
Yv

T pr 1 0
()= (o
)= ()

yp’ N Yp
OP' =OP + ¥

or— (5 )+(7)

Spiegelung an den Koordinatenachsen
Spiegelung an der x—Achse

(v)=( )oy)=()

Spiegelung an der y—Achse

(v)=(o)olr)-(7)

Spiegelung am Ursprung

()= D)o(h)-(7)

Spiegelung an der Urspungsgerade
y=m-x tana =m
x! cos 2a sin 2« x
(y’>_(sin2a —cosQa)Q(y>
'\ [ x-cos2a+y-sin2a
y )\ x-sin2a—y-cosa
¥ =x-cos2a+y-sin2a Yy =x-sin2a —y - cos 2

Zentrische Streckung
Streckzentrum: Z(0/0)
Streckungsfaktor :k
Urpunkt: P(xp/yp)
Bildpunkt: P'(zp//yp:)

(o )=(62)e(w)+(o)
(o )=(43)

Streckzentrum: Z(z,/y,)
Streckungsfaktor:k
Urpunkt: P(zp/yp)
Bildpunkt: P'(zp//yp+)
Vektorform

ZP' =k -ZP

Trpr — Tz — k. rp — Tz
Yyp — Yz yp — Yz

OP' =k-ZP+0Z

(o )= (i )+ ()
ypr Yyp — Yz Yz
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Vektor

Drehung um den Ursprung
x’ cosa —sina T
(y’)_<sina cosa)Q(y)
2\ (2 =xz -cosa—y- sina
y ]\ ¢y =z -sina+y-cosa
T-cosa—y-sina T-sina+y-cosa
Orthogonale Affinitat mit der x-Achse als Affinitatsachse

()= )o(s)-(u))

/ /

T =x y=k-y

6.2 Vektor

6.2.1 Vektor - Abstand - Mittelpunkt

Vektor - Ortsvektor

e Vektor ¢/ - Menge aller parallelgleicher Pfeile
T
U= X9
3
e Ortsvektor ¢ - Vektor zwischen einem Punkt und dem Koordinatenursprung

A(Ta/Yya)

ai
g = O_A = a2
as
e Gegenvektor ¥ - gleiche Linge und Richtung aber entgegengesetzte Orientierung
—
U= —X2
—15

Vektor zwischen 2 Punkten

2 Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bg/bg)

b1 — Q1 C1
AB = b2 — as = Co
by —as c3

Lange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten

AB|=/E+3E+3

AB| = /(b — a1 + (b — a2)® + (b5 — a5)?

Mittelpunkt der Strecke AB

M=1(A+B

. ay b1

M:% ag + b2
as b3

M( a1§b1 /a2;b2 / ll3J2rbs )
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Vektor

6.2.2 Winkel - Skalarprodukt - Vektorprodukt - Abhingigkeit

ay by
a= a9 b= b2
as b3

Lange der Vektoren

|d| = \/ai + a3 + a3

H Vb + b3+ b3
Skalarprodukt
. aq b1
dob= as ol by =
as b3

a1~b1+a2~b2+a3~b3
Senkrechte Vektoren:
Gob=0=alb
Vektorprodukt - Flache des Parallelogramms
claudéLlb
as - b3 —as - b2

E':Eixgz ag‘blfbg'al
ay -by —ag - by
C1

c=dixb=| c
C3

Fléche des Parallelogramms:

Azaxﬂ

c% + cg + c§ B
Flache des Dreiecks aus d, b
A=tlaxi]

Winkel zwischen Vektoren
aob

b

cosx =

al -
aiby + azbs + azbs

Va4 a2+ a2 \/b? + b2+ b2

Lineare Abhingigkeit von 2 Vektoren

cosax =

ar = bk / 1 by =k

ax = bk / 1 by = ko

a3 = bsk / b3 = k3
ki =ko = ks =

Vekoren sind linear abhéngig - parallel
nicht alle k gleich =
Vektoren sind linear unabhéngig - nicht parallel

6.2.3 Spatprodukt - lineare Abhangigkeit - Basisvektoren - Kom-

planaritat

ap bl C1
a= as b= bg c= C2

a3 b3 3

Spatprodukt: (@,b,&) = (@ x b) - ¢=

ay by c1
a X bg . Co
as b3 c3

Vektorprodukt von a, b skalar multipliziert mit ¢
Spatprodukt = Wert der Determinante
Spatprodukt: (a@,b,é) =

a1 b1 C1
((_I:Xb)gz ag b2 Co
az by c3

(5XE)-EZG1'b2~C3+b1~62'CL3—|—Cl'CL2~b3
—cl-b2-a3—a1-c2-b3 —bl-as-cs3
Spatprodukt - Volumen
eVolumen von Prisma oder Spat
V=(@xb) ¢
eVolumen einer Pyramide mit den Grundflachen:
Quadrat,Rechteck,Parallelogramm
V=>Yaxb) e
e Volumen ein dreiseitigen Pyramide
V=1@xb)-e

Eigenschaften von 3 Vektoren
e (d xb)-¢=0= die drei Vektoren @,b, ¢
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Gerade

- sind linear abhéngig

- liegen in einer Ebene (komplanar)

- sind keine Basisvektoren

e (@xb)-Z+# 0= die drei Vektoren @,b,&
- sind linear unabhéngig

- liegen nicht in einer Ebene

- sind Basisvektoren

6.3 Gerade
6.3.1 Gerade aus 2 Punkten

Punkte: A(ay/as/a3) B(b1/b2/bs)

Richtungsvektor
by —ay C1
AB = bg — a9 = C2
by — as 3
Punkt A oder B als Aufpunkt wéhlen
aq C1
T = ao + A Co
as C3

Besondere Geraden

x1 — Achse zo — Achse r3 — Achse
1 0 0
Z=X| 0 =X 1 Z=X| 0
0 0 1
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Ebene

6.4 Ebene

6.4.1 Parameterform - Normalenform

Parameterform
T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene
P - Aufpunkt (Stiitzvektor,Ortsvektor)
i, U - Richtungsvektoren
A, o-Parameter
T=P+\i+o0-0
b1 Ul U1
T=| p2 | +A| w2 | +0| v2
p3 u3 U3

Normalenform - Koordinatenform

T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene
Tz - Normalenvektor
P - Aufpunkt (Stitzvektor,Ortsvektor)

n-(Z—-p)=0
ni T1 D1
ny | o 2 | — | p2 =0
ns T3 D3
Koordinatenform:

ni(x1 — p1) + na(xe — p2) +n3(rs —p3) =0
nizl —nlpl + noxs — nops + ngxs —nzgps =0
c = —(nip1 + nap2 + n3p3)

nixl + noxs +ngxs+c=0

Besondere Ebenen

Ebene Parameterform Koordinatenform
1 0
zl—x22 | =\ 0 +o 1 3 =0
0 0
1 0
zl—23 | Z=AX| 0 | +o| O 9 =0
0 1
0 0
2 —x3 | T= A\ 1 +o 0 x1 =0
0 1

6.4.2 Ebenengleichung aufstellen

Ebene aus 3 Punkten
Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bg/bg) C(Cl/CQ/Cg)
Die 3 Punkte diirfen nicht auf einer Geraden liegen.
Ebene aus drei Punkten:

by — a1 dy

Richtungsvektor: AB = by — as = do

b3 — a3 ds

C1—a €1

Richtungsvektor: AC = Co — Qg = €a

C3 — a2 €3

Ebenengleichung aus Aufpunkt und den Richtungsvektoren.

a dy €1
T = as + A do + 0o €9
as ds €3

Ebene aus Gerade und Punkt
Der Punkte darf nicht auf der Geraden liegen.

a b1
T = a2 + A bo
as b3

Punkt: C(¢q/ea/cs)
Richtungsvektor zwischen Aufpunkt A und dem Punkt C

€1 —ay €1
A_C' = Coy — a2 = €9
C3 — Q2 €3
a by €1
T = as + A bo +o €2
as b3 es

Ebene aus zwei parallelen Geraden

aq bl
Gerade 1: ¥ = as +A| ba
as bg
C1 d1
Gerade 2: ¥ = e | +o| do
C3 d3

Bei parallelen Geraden sind Richtungsvektoren linear abhédngig. Fiir die Ebenengleichung
muss ein 2. Richtungsvektor erstellt werden. 2. Richtungsvektor zwischen den Aufpunkten
A und C.

Ebenengleichung in Parameterform
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Ebene

C1—a €1
A_C = Co — a2 = €9
C3 — a2 €3
ap b1 e1
T = as + A b + 0o ()
as b3 €3
Ebene aus zwei sich schneidenden Geraden
ay by
Gerade 1: ¥ = | a9 + A1 by
as b3
&1 dy
Gerade 2: ¥ = Co +o| do
C3 ds

Bei sich schneidenden Geraden sind Richtungsvektoren linear unabhéngig.
Ebenengleichung in Parameterform

ay by dy
T = as + A by +o0 do
as b3 ds

6.4.3 Parameterform - Koordinatenform

1. Methode: Determinante

ay by c1
T = as + A b + o Cc2
as b3 c3
z1—ar b ca|xi—a b

D= T2 — Q2 b2 Co | g — a2 b2 =0

r3 — as b3 C3 | 3 — asg b3
(x1 —ay)-ba-c3+bl-c2-(x3—a3)+
cl-(xg—ag) -byg—cl-b2-(x3—a3)—
(r1—a1)-c2-b3—bl-(x2 —az) -c3=0
Koordinatenform:
N1T1 + NoZo + N3T3 + k=0

2. Methode: Vektorprodukt

b2'63—b3~62
C2 = b3 -c1 —c3-b1
by-ca—by-cy

St
I
=
NS
X

3
Il
3

[\v]

Normalenvektor der Ebene und Aufpunkt in die Koordinatenform einsetzen.
niai + NoG2 + Nzas + k=0
k berechnen
n1T1 + noxs +n3xs + k=0

6.4.4 Koordinatenform - Parameterform

1. Methode

nir1 +noko +n3xs+ k=0

ez, durch einen Parameter ersetzen

xr1 = A

ex5 durch einen Parameter o ersetzen

To =0

e Koordinatenform nach z3 auflésen

Tr3 — _ni — %3?1 — %332

e Ebene in Punktdarstellung :
z1=04+1-A+0-0
2o=0+0-A+1 -0

g = —k M)\ N2,
nsa ns nsa
e Parameterform der Ebene
0 1 0
T= 0 + A 0 +o 1
_k _ni _ng
ns3 n3 n3
2. Methode

e Drei beliebige Punkte, die in der Ebene liegen ermitteln.
e Die Richtungsvektoren miissen linear unabhéngig sein.
e Ebenengleichung aus 3 Punkten aufstellen.

6.4.5 Koordinatenform - Hessesche Normalenform

ax b1 c1
T = as | + A | b2 +o| e Koordinatenform:
as b3 C3 n1x1 + Nors +nzx3 + k1 =0
Normalenvektor der Ebene mit dem Vektorprodukt Normalenvektor
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Kugel

ni
n= no

n3
Léange des Normalenvektors:
71l = \/ni +n3 +nj

Hessesche Normalenform:

k1 <O

HNF- n1x1 + Nexa + n3xs + ki —0
/12 +n3 + n?

k1>0

HNE: o + naxo + n3xs + k1 ~0

—\/ni+n3+nj3

6.5 Kugel
6.5.1 Kugelgleichung

M(mq/ma/ms) - Mittelpunkt der Kugel

r - Radius der Kugel

X (x1/xo/x3) - beliebiger Punkt auf der Kugel
Kugelgleichung:

(r1 —m1)? + (2 — m2)? + (v9 — my)? = r?
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Lagebeziehung

6.6 Lagebeziehung

6.6.1 Punkt - Gerade

aq b1
T = as + A b
as b3

Punkt: C(cq/ca/cs)
ca= a1 + b\
c1 = az —+ bg)\g
cpL = a3 —+ b3)\3

A1 = Ay = )\3 =

Punkt liegt auf der Geraden

nicht alle A\ gleich =

Punkt liegt nicht auf der Geraden

LotfuBlpunkt und Abstand des Punktes berechnen.

Die Koordinatenform der Ebenengleichung aufstellen, die senkrecht zur Geraden ist und

den Punkt C enthalt.

Richtungsvektor der Geraden = Normalenvektor der Ebene. Der Lotfufpunkt ist der

Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene. .
Abstand des Punktes, ist die Lénge des Vektors LC

6.6.2 Gerade - Gerade

Gerade 1: ¥ = | a9

Gerade 2: ¥ = Co

Richtungsvektoren linear abhéngig (parallel) ?
Ja Nein

Aufpunkt von gl auf g2? Geraden gleichsetzen

Ja Nein  keine Losung Losung

identisch echt paralllel windschief schneiden sich

6.6.3 Punkt - Ebene (Koordinatenform)

Punkt: A(al/ag/ag)
Ebene: nixq + noxe + n3r3s +¢1 =0
nl-a1+n2'a2+n3~a3+01:0
e Liegt der Punkt in der Ebene?
Punkt in die Ebene einsetzen.
Gleichung nach Umformung: 0 = 0 = Punkt liegt in der Ebene
e Abstand Punkt - Ebene
Punkt in die HNF einsetzen.

6.6.4 Gerade - Ebene (Koordinatenform)

aq b1
Gerade: ¥ = as + Al b
as b3

Ebene: nizq + noxs +n3xr3 +¢1 =0

Geradel in Punktdarstellung

1 = ay + b\
ro = a2+b2)\
T3 = a3+b3)\

21, T2, x3 in die Ebenengleichung einsetzen
’I’L1(a1 + b1>\) + ng(ag + bg/\) + ’I’Lg(ag, + b3)\) +c1 =0

Die Gleichung nach der Variablen auflésen.
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Lagebeziehung

e Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene

Auflsung nach einer Variablen ist moglich. Variable in die Gerade einsetzen
e Geraden und Ebene sind parallel

Auflésung nach der Variablen ist nicht méglich. A heben sich auf.

Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Gerade liegt in der Ebene

Auflésung nach der Variablen ist nicht moglich. A heben sich auf.

Gleichung nach Umformung:0 =0

6.6.5 Ebene - Ebene

Parameterform - Koordinatenform
Parameterform - Ebenel

ay by c1
T = as + A by +o0 Co
as b3 c3

Koordinatenform - Ebene2
nix1 + noxo +ngx3+ k1 =0

Ebenel in Punktdarstellung
r1=ay + b A+ co
To = ag + b2>\ + co0
r3 = as + bg)\ + co0

1, %2, x3 in die Ebenengleichung einsetzen
ni(ar + b A + cro)+

ng(ag + bg)\ + CQO’)+

ng(ag + bg)\ —+ CQCT) —+ k‘]. = 0

Die Gleichung nach einer Variablen auflésen
e Schnittgerade zwischen den Ebenen

Auflésung nach einer Variablen ist moglich. A oder ¢ in die Parameterform einsetzen

e Ebenen sind parallel

Auflésung nach einer Variablen ist nicht moéglich. A und o heben sich auf
Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Ebenen sind identisch

Auflésung nach einer Variablen ist nicht moéglich. A und o heben sich auf
Gleichung nach Umformung: 0 = 0

Parameterform - Parameterform

Eine Ebene in die Koordinatenform umrechnen. Danach die Losung mit Parameterform -
Koordinatenform berechnen.

Koordinatenform - Koordinatenform
Eine Ebene in die Parameterform umrechnen. Danach die Losung mit Parameterform -
Koordinatenform berechnen.
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