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Algebra

1 Algebra

1.1 Grundlagen
1.1.1 Mengen

Definition

Eine Menge (Grofibuchstaben) besteht aus unterscheidbaren

Elementen.

Mengen in aufzihlender Form

‘ A ={a;b;c}

Mengen in beschreibender Form

‘ M = {z|z hat die Eigenschaft E}

€ Element - ¢ nicht Element

M = {a;b;c}
beM
e ¢ M

C Teilmenge - ¢ nicht Teilmenge

A ={a;b;¢;d; e}
B = {b;c}
C={bic; f}

B C A Jedes Element von B ist auch Element von A.
C ¢ A Nicht jedes Element von C ist auch Element von A.

Gleichheit A =B

A ={a;b;c;d; e}
B = {a;b;¢;d; e}
A = B Jedes Element von A ist auch Element von B.

Jedes Element von B ist auch Element von A.

Leere Menge {}

a=(=0
Menge A enthilt keine Elemente.

AB,C
A ={1;2;3;4}
B = {—2;0,4; \/§}

M; = {z|z Menge aller Primzahlen}
M = {z|z alle natiirlichen Zahlen, die groBer als 2 sind}

A=1{1;2;3;4}
2€A

5¢ A
A=1{1;2;3;4}
{1;4} C A
{1;4;5} £ A

A ={-3;0;1;4;12}
B ={-3;0;1;4;12}
A=B

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de



Algebra

Grundlagen

1.1.2 Mengenoperationen

Schnittmenge N

A ={cd;e}
B = {a;b;c;d}
ANB={¢d}

Alle Elemente die in A und zugleich in B enthalten sind.

Vereinigungsmenge U

A ={cd;e}

B = {a;b;¢;d}

AUB = {a;b;¢;d; e}

Alle Elemente die in A oder B enthalten sind.

Differenz -

A ={cd;e}
B = {a;b;¢;d}
A\BZ{e}

Alle Elemente die in A, aber nicht in B enthalten sind.

Produktmenge x

AxB={(z,y)|lr € AyecB}

A ={cd;e}

B = {a;b}

A x B = {(c,a);(c,b); (d,a); (d,b); (e,a); (e, b) }
Die Menge aller geordneten Paare (x,y).
r€Aundyeb

1.1.3 Zahlenmengen
Natiirliche Zahlen

‘ N={1;2;3;4;...}

A={2;7,8;12;15}

B ={1;8;12;24}

ANB = {812}

{4;5;23} N {0;1;4;5;12} = {4;5}

A ={2;7;8;12;15}

B ={1;8;12;24}

AUB = {1;7;8;12;15;24}

{4;5;23} U {0;1;4;5;12} = {0; 1;4;5; 12; 23}

A={2;7,8,12;15}

B ={1;8;12;24}
ANB={2;7;15}

{4;5;23} \ {0;1;4;5;12} = {23}

A={2;7;8}
B = {1;8}
AXxB= {(Qa 1); (278); (77 1); (77 8); (85 1); (8a8)}

3eN —3¢N
0¢N 02=1¢N

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Grundlagen

Natiirliche Zahlen und Null

No ={0;1;2;3;4;...}
No =Nu {0}
N C Ny

Ganze Zahlen

Z=A.;-2-1,0;1;2;...}
NCNyCZ

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen Q sind

e Bruchzahlen

e endliche Dezimalzahlen

e unendliche periodische Dezimalzahlen
Q= {§|pGZAqu}
NCNycCczZcCcQ

Irrationale Zahlen

Irrationale Zahlen I sind unendliche nicht periodische

Dezimalzahlen.

Reelle Zahlen

Reelle Zahlen R sind

e rationale Zahlen Q

e irrationale Zahlen I

R=QuUI

R = {jeder Punkt auf dem Zahlenstrahl}
NCNyCZcCcQCR

3 €Ny -3¢ Ny

0eNo 0,2=1¢N,

3€eZ -3¢Z

0€Z 0,2=1¢Z

-32eQ 3eQ -3€eQ Vv2¢Q 0€Q

Jede endliche Dezimalzahl lasst sich durch einen Bruch darstellen.
0,223=22cQ 0,2=:€cQ

Jede unendliche periodische Dezimalzahl ldsst sich durch einen
Bruch darstellen.

073333...:03:% €eQ 0,535353..:0,%:% €eQ

Q% = positve rationale Zahlen

Qg = positve rationale Zahlen und Null

Q™ = negative rationale Zahlen

Qp, = negative rationale Zahlen und Null

Q\ {3,4} = rationale Zahlen ohne 3 und 4

Q\ [-3;5] = rationale Zahlen ohne 3 und 4 und ohne den Bereich
zwischen 3 und 4

Q\ ]—3; 5] = rationale Zahlen ohne den Bereich zwischen 3 und 4

Kreiszahl m = 3,1415926535.. € 1
FEulersche Zahl e = 2,7182818284.. € I

vV2el 3el Vi=2¢1 3¢1  —0,3¢l

Kreiszahl m = 3,1415926535.. € R
Fulersche Zahl e = 2,7182818284.. € R

-32eR V2eR V3eR
Vi=2€eR 3eR —-0,3€R
V=4 ¢R

RT = positive reelle Zahlen

R§ = positive reelle Zahlen und Null

R™ = negative reelle Zahlen

R, = negative reelle Zahlen und Null

R\ {3,4} = reelle Zahlen ohne 3 und 4

R\ [-3;5] = reelle Zahlen ohne 3 und 4 und ohne den Bereich
zwischen 3 und 4

R\ ]—3; 5[ = reelle Zahlen ohne den Bereich zwischen 3 und 4
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Algebra

Grundlagen

Vergleichszeichen
a=1> a ist gleich b 3+4=7 3+4+#8
a#b a ist ungleich b ST R S T N G R R S |

hi T T T T T T T T T T T T

a<b a ist kleiner als b —5-4-3-9-1 1 2 3 4 5 6 7
a>b a ist groBer als b -5< -1 —-1>-5 2> -1 2<5
a<b a ist kleiner oder gleich b 555 725
a>b a ist grofer oder gleich b

1.1.4 Primfaktoren - ggT - kgV

Primzahlen
Eine Primzahl ist eine ganze Zahl, die nur durch eins und | Primzahlen:

sich selbst teilbar ist.

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, 41, 43,

Primfaktorenzerlegung

47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101, 103, 107

Zerlegung einer natiirlichen Zahl als Produkt aus Primzah-

len.

12=2-2-3
120=2-2-2-3-5
340=2-2-5-17

Teilbarkeitsregeln

Eine Zahl ist durch ...

2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 2, 4, 6, 8 oder 0 ist.
3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

4 teilbar, wenn ihre letzten 2 Stellen durch 4 teilbar sind.
5 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine 5 oder eine 0 ist.

6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

8 teilbar, wenn ihre letzten 3 Stellen durch 8 teilbar sind.
9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

10 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine 0 ist.

12 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 4 teilbar ist.

15 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 5 teilbar ist.

18 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 9 teilbar ist.

Die Quersumme einer Zahl, ist die Summe ihrer Ziffern.

Vielfachmenge V(a)

‘ Alle Vielfachen einer natiirlichen Zahl a.

Teilermenge T(a)

5|45 5 ist Teiler von 45
3|123 3 ist Teiler von 123
Quersumme von 123: 1 +2+3 =6
3|6 = 3|123
‘ V(4) = {4; 8;12; 16; 20; 24; 28; 32; 36; 40; 44; 48..}
V(6) = {6; 12; 18; 24; 30; 36; 42; 48; 54; 60; 66; 72; 78; 84..}
V(3) = {3;6;9;12;15; 18; 21; 24; 27; 30; 33; 36; 39; 42; 45..}

Alle ganzzahligen Teiler einer Zahl a.

| T(36) = {152;3;4;6;9;12; 18; 36}

(24) = {1;2; 3;4;6;8;12; 24}
(42) = {1;2; 3;6; 7; 14; 21; 42}

= 5
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Grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a,b)

Methode 1: Aus den Teilermengen von a und b den gréfiten
Teiler ablesen.

Methode 2: Das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren bil-

den.

Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a,b)

geT(12;18) =6

Aus den Teilermengen den grofiten Teiler ablesen:
T(12)={1;2;3;4;6;12} T(18)={1;2;3;6;9;18}
Gemeinsame Primfaktoren von 12 und 18:

Methode 1: Aus den Vielfachmengen von a und b das kleinste
Vielfache ablesen.
Methode 2: Das Produkt aller Primfaktoren von a und den

zusitzlichen Primfaktoren von b bilden.

Interaktive Inhalte:

’ 99T (a,b) kgV (a,b) H 99T (a, b, c) kgV (a,b,c) ‘
1.1.5 Grundrechnungen
Addition
a + b = c
1.Summand + 2.Summand = Summe
Subtraktion
a - b = ¢
Minuend - Subtrahend = Differenz
Multiplikation
a . b = C
1.Faktor 2.Faktor = Produkt
Division
a : b = C
Dividend Divisor = Quotient
i_ DiLdend_ Q tient
b_C Divisor totiett

12 21213
18 2 S| &
geT(12;18) [ 2| | 3]

ggT(12;18) =2-3=6

kgV(12;18) = 36

Aus den Vielfachmengen das kleinste Vielfache ablesen:
V(12)={12;24;36;48;60;72.. } V(18)={18;36;54;72;90..}
Primfaktoren von 12 und zusétzlichen Primfaktoren von 18:

12 2

18 2‘ ‘ ‘3
kgV(12;18) [2[2[3 |3
kgV(12;18) =2-2-3-3 =36

34+2=5

2z + 3x = bz

222 + 32 = 52°

5a2y + Tty = 1222y

2xy + 3zy + 4z + 5z = Szy + 92

3—2=1
3r—2r=x
222 — 322 = —12

5ay — Txly = —22°%y
3e” —2e” =e”

3:2=6

2z - 3z = 622

222 - 322 = 62t

522y - Tay = 35zty

2y - 3xy - 4z - 5z = 120x%y% 22

12:3 =4
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1.1.6 Grundrechenregeln

Kommutativgesetz
a-b=b-a 342=2+3=5
b=bh 2z + 3x = 3x + 2z = Sz
ato=5b+a 3.2=2.3=6
2z - 3z = 3z - 2z = 627
Assoziativgesetz
(a-b)-c=a-(b-c 4+(3(+2):)(4+(3)+2:)9
4z + (3x + 2x) = (4o + 3x) + 2z = 9z
4z - (3z - 2x) = (42 - 3x) - 2x = 24a°
Distributivgesetz

(2+5)=3-2+3-5=21
(2z+5)=3-2x+3-5=6x+15
z-(2z+5) =322z + 32 -5 = 622 + 152

a-(b+c)=a-b+a-c

3
3
3

Reihenfolge der Rechenarten

e Klammern vor 100 — 40 — 5 - (42 — 5 - 23)?

e Potenzierung vor Innerhalb der Klammer Potenzierung: 100—40—-5-(42-5- 82)2
o L Innerhalb der Klammer Punktrechnung: 100 — 40 — 5 - (42 — 40)
¢ Punktrechnung (Muhtlphkatlon und DIVISIOD) Innerhalb der Klammer Strichrechnung: 100 — 40 — 5 - (42 — 40)2

vor Potenzierung: 100 — 40 — 5 - 22
e Strichrechnung (Addition und Subtraktion) LPtom e i M) =20 =15 <
von links nach rechts: 100 — 40 — 20

e von links nach rechts Ergebnis: 60 — 20 = 40
1.1.7 Vorzeichenregel
7T—4=3 I 3 -247=5 I 5

4 7
] I
7 L2
I ~—

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 45 6 7 —-5—-4-3-2-1 1 2 3 45 6 7

-4 I 2—6=-4 -5 I —-2-3=-5
-6 I -3
2 ! I -2
— ~—

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 45 6 7 —-5—-4-3-2-1 1 2 3 45 6 7
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Vorzeichen und Klammern

+(4a) = +a +(4+2) = +2
+(—a) = —a —(=2)=+2
- +(-2)=-2
—(4a) = —a —(+2) = -2
—(~a) = +a
Multiplikation
+a - (+b) = +e +3'E+2§:+6
—3-(-2) = +6
a-(=b)=+c +3-(-2)=—6
+a-(=b) =—c —3-(4+2) = -6
—a - (+b) = —¢C
Division
+a +6 _
P AR 7o
_a/ _ p—
- e
e _
b —2
—a 3 =2
—~_
+b
Addition und Subtraktion
Bei gleichem Vorzeichen werden die Betriage addiert. Das Er- 10+4=14
gebnis erhélt das gemeinsame Vorzeichen. ;010 ; 4 :6 —(10+4) = -14
Bei verschiedenen Vorzeichen werden die Betrige subtra- _10_ n g: (10— 6) = —4
hiert. Das Ergebnis erhélt das Vorzeichen der Zahl mit dem 3z +4x =Tz
groflerem Betrag. —3z —dz = —(3z +4z) = Tz

3z —4dx=—(4z — 3z) = —
—3r+4dr =4 —-3x==x

Betrag einer Zahl

r x>0 |-3]=3
3 =3
|z =< —2 <0 3
0 z=0

1.1.8 Briiche

Bruch
Dividend : Divisor = Quotient E 1 E 1 E 3 5
Dividend Zahler Z == == == =2
= = —=Wert des Bruch : & e ¢
Divisor Nenner N ert des bruchs
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Besondere Briiche

e Echter Bruch: Nenner grofler als Zéahler

e Unechter Bruch:Zahler groler als Nenner

e Gemischte Zahl: Ganze Zahl + Bruch

e Stammbriiche: Zéhler ist 1

e Gleichnamige Briiche: Nenner ist gleich
eUngleichnamige Briiche:Nenner ist verschieden
o Kehrwert:Zahler und Nenner vertauschen

eScheinbriiche:Scheinbriiche sind natiirliche Zahlen

Erweitern von Briichen

Zéahler und Nenner mit der gleichen Zahl multiplizieren
a a-c

b b-c

Kiirzen von Briichen

e Zihler und Nenner mit der gleichen Zahl dividieren
a a:c

b b:c

e Zihler und Nenner durch den ggT(Zahler;Nenner) teilen
99T (a,b) = ¢

a a:c

b bic
e Ziahler und Nenner in Primfaktoren zerlegen und gleiche

Primfaktoren kiirzen

Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche

Zahler addieren bzw. subtrahieren
a b a+b

c

C

c
a b a-—b
c c c

(S)8

Echter Bruch:

NI N
|
Wl —

|8
| &

Unechter Bruch:

wl oo

Gemischte Zahl:2—;6—;7

ot
w| 0o

Wl N

N —
NI

Stammbriiche:

Gleichnamige Briiche:

)

BN n o
SARENN '

|
Wl oo

Ungleichnamige Briiche:

El

<
2

~| o
(:
o

2
Kehrwert: 1 &

4 28
Scheinbriiche: - = 2; — =4
cheinbriiche: 5 P

w
w
[\V]
(=}

S
S
[\]
(0]

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 13

https://fersch.de



Algebra

Grundlagen

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Briiche durch Erweitern gleichnamig machen
e Hauptnenner: Produkt der beiden Nenner

Erweiterungsfaktoren: d und b

2,3
3 4
Hauptnenner: 3-4 =12

Erweiterungsfaktoren: 4 und 3

a ¢ _a-d c¢b a-d+c-b 2. 8_ £+§: ST 45
yYa b d v d T bd 3 4 3 -3 1z 12
a c_ad cb a-d—c-b 34_3
b d b-d b-d b-d 2 18
e Hauptnenner: kgV(b,d)=c Hauptnenner: kgV( 12, 18) =36
Erweiterungsfaktoren: £ und § Erwelterungbfaktoren - §
3 L 5 1% _9+410° 1919
18 12 3 18-2 36 36
Multiplikation von Briichen
Zéahler mal Zahler und Nenner mal Nenner 3 5 _3:5_15
a c_ac 4 6 4-6 24
b d b-d
Division von Briichen
Mit dem Kehrwert des Bruches multiplizieren 3.5 _36_3-6_
4°6 4 5 4.5
Bruch durch Bruch
a ¢ a d a-d 4:524.§:ﬁ:%
bidT b e be R
8.,_31_3 _
Bruch durch Zahl 4°°7 45 4.5
Z 3
b_o. . _al_a 1.3 5 36 18
e b b e b-e 5 4°6 4 5 20
Zahl durch Bruch 6
e c e d e
C—eio = 2=
¢ d 1 ¢ c
d
Doppelbruch
a
p_a.c_ad_ad
€ b'd b c b-c
d
Interaktive Inhalte:
Kiirzen T3 a% — d%
1.1.9 Dezimalbruch
Stellenwerttafel
Bruch M| HT |ZT | T|H | Z | E z | h|t|zt|ht Dezimalbruch
! 0 1 0,1
10 J
9 0 011 0,01
100 0 213 0,23
1000 0 4151|6 0,456
12505 1]2 0/0J0]3 12,0003
567 oo 51617 0/0]3]0 567,003
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Z | Zehner 10" [ 10 E | Einer 107 |1
H [ Hunderter 10% | 100 z | Zehntel 10" ]0,1 =5
T Tausender 10 | 1000 h | Hundertstel 10721 0,01 ﬁ
Z'T | Zehntausender 10* | 10000 t Tausendstel 107 10,001 Tloo
HT | Hunderttausender [ 10° [ 100000 zt | Zehntausendstel 10-7 10,0001 | 1555
M [ Million 10° | 1000000 ht | Hunderttausendstel | 10~° [ 0,00001 | -
Bruch - Dezimalbruch
e Erweitern des Bruchs auf Zehntel, Hundertstel, Tausend- 1 1
0= 0,1 100 0,01
stel usw. 1 5 16
. . . —— =0,001 — =0,5 — =0,16
e Werte in die Stellenwerttafel einsetzen. 33000 375 0 12,5 100
o Schriftliches Dividieren §2: 1000 ~ 37 100
£ =0,2 & =0,0125
%880 ’ 10000 ’
—= 1
%0 _
5=2:3=0,666...=0,6
Dezimalbruch - Bruch
e Endlicher Dezimalburch: 0,201 = 1200010 0,0001 =
Nachkommazahl (Dezimalen) als Z&hler und im Nenner die 0.1 1 0.3
entsprechende Stufenzahl(10,100,1000) ’7_ 99 ’ ; 255
e Periodischer Dezimalbruch: U1 — 99 0,255 = 999
Periode beginnt direkt nach den Komma
Nachkommazahl (Dezimalen) als Z&hler und im Nenner den
entsprechenden Bruch mit 9 (9,99,999)
Multiplizieren oder Dividieren mit Stufenzahl
e Multipliziern einer Dezimalzahl mit: 345,677 - 10 = 3456, 77 345,677 - 100 = 34567, 7
10 - Komma um 1 Stelle nach rechts verschieben 345,677 - 1000 = 345677,0 345,677 - 10000 = 3456770,0
. 345,677 : 10 = 34,5677 345,677 : 100 = 3,45677
100 - Komma um 2 Stellen nach rechts verschieben 345,677 : 1000 = 0,345677 345,677 : 10000 = 0, 0345677
1000 - Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben
e Dividieren einer Dezimallzahl durch:
10 - Komma um 1 Stelle nach links verschieben
100 - Komma um 2 Stellen nach links verschieben
1000 - Komma um 3 Stellen nach links verschieben
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Runden von Dezimalbriichen

Ziffer der zu rundenten Stelle bestimmen.

e Ist die nachfolgende Ziffer 0,1,2,3,4, dann wird abgerundet.
Die gerundete Stelle bleibt unveréndert

e Ist die nachfolgende Ziffer 5,6,7,8,9, dann wird aufgerun-
det. Die gerundete Stelle wird um eins erhoht.

e Wenn nach dem Komma gerundet wird, werden die nach-
folgenden Ziffer weggelassen.

e Wenn vor dem Komma gerundet wird, werden die nachfol-

genden Ziffern durch Null ersetzt.

Wissenschaftliche Zahlendarstellung

e Definition
r=m-10"

m - Mantisse 1<m<10
n - Exponent
10 - Basis

1 =mq - 10™  xz9 = my - 10™2
e Multiplikation

T - X =mq - 10" - mg - 10™2 = my -m210”1+"2

e Division

zy _ mq - 10™ _ @10”1*”2
T2 mso - 1072 mo

o Addition

Gleiche Exponenten:n = ny = nq
x1 + 19 =mq - 10" +mg - 10"
e Subtraktion

1 —x2 =mq - 10" —mg - 10" = (mq — m2)10"

(m1 + mz)lO"

712,654 runden auf Zehntel (1 Nachkommastelle)
Ziffer der Zehntelstelle: 6

Nachfolgende Ziffer: 5 = aufrunden 6 + 1

Gerundete Zahl: 712,7

712,654 runden auf Hunderter

Ziffer der Hunderterstelle: 7

Nachfolgende Ziffer: 1 = abrunden 700

Gerundete Zahl: 700

712,9996 runden auf Tausendstel (3 Nachkommastellen)
Ziffer der Tausendstelstelle: 9

Nachfolgende Ziffer: 6 = aufrunden 712,999 + 0,001
Gerundete Zahl: 713,000

345 = 3,45 - 10°

Komma um 2 Stellen nach links verschieben
0,00345 = 3,45-1073

Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben
345-107 = 3,45 -10% - 107 = 3,45 - 10°

Komma um 2 Stellen nach links verschieben
0,00345 - 107% = 3,45 -1072 - 107* = 3,45 - 10~
Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben

z1=52-10% 2,=2,5-10"2

T1-Ty = 6,2-1(:)332,5-10’2 =6,2-2,5-10372 = 15,5-10" = 1,55-10?
T 6, 2-10 6, 2 3_(—2 5

% = 251072 = 27510 (=2) =92 48 .10

Gleiche Exponenten:2,5 - 10~2 = 0,000025 - 10®

x1 + 22 = 6,2 -10% + 0,000025 - 10> = (6,2 + 0,000025)10° =
6,200025 - 103

1 — x2 = 6,2 -10% — 0,000025 - 10°
6,199975 - 10°

(6,2 — 0,000025)10°
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1.1.10 Schriftliches Rechnen
Schriftliche Addition

1. Summand + 2.Summand = Summe
Zahlen stellenweise untereinander schreiben.
Komma unter Komma - Einer unter Einer usw.
1.Summand (obere Zahl)
+ 2.Summand (untere Zahl)
Ubertragszeile
Summe (Ergebniszeile)
Von rechts beginnend die einzelne Ziffen addieren.
Obere Ziffer + untere Ziffer oder
Obere Ziffer + untere Ziffer + Ubertrag
- Ist das Ergenis kleiner als 10, wird das Ergebnis in die
Ergebniszeile geschrieben.
- Ist das Ergebnis grofler als 9, wird die Einerziffern in die
Ergebniszeile geschrieben. Die Zehnerziffer schreibt man in

die niichste Spalte der Ubertragszeile.

Schriftliche Subtraktion

Minuend - Subtrahend = Differenz
Zahlen stellenweise untereinander schreiben.
Komma unter Komma - Einer unter Einer usw.

Minuend (obere Zahl)
- Subtrahend (untere Zahl)

Ubertragszeile

Differenz (Ergebniszeile)
Von rechts beginnend die einzelne Ziffern subtrahieren.
Obere Ziffer - untere Ziffer oder
Obere Ziffer - (untere Ziffer + Ubertrag)
Ist das Ergebnis grofler gleich als Null, wird das Ergebnis in
die Ergebniszeile geschrieben.
Ist das Ergebnis kleiner als Null, fiigt man bei der oberen
Ziffer eine Zehnerstelle hinzu, so dass das Ergebnis grofler
gleich Null wird. Die Einerziffer kommt in die Ergebniszei-

le. Die Zehnerziffer schreibt man in die néchste Spalte der

Ubertragszeile.

89,9+5,92 =
LR g,
’ FErgebnis:2
5 Ubertrag:0
i 82’ gg 94+9=18
’1 Ergebnis:8
"% Ubertrag:1
89,90 94+5+1=15
T 5,92 .
11 Ergebnis:5
75’ 82 Ubertrag:1
89,90 8+0+1=9
TP 5,92 .
11 }?rgebms:Q
95, 82 Ubertrag:0
89,90 + 5,92 = 95,82

123,48 — 89,47 =
| ma
’ Ergebnis:1
1 Ubertrag:0
R
’ Ergebnis:0
o1 Ubertrag:0
T EE
1 ’ Ergebnis:4
m Ubertrag:1
123,48 12— (8+1) =3
— 89,47 .
1 Ergebnis:3
7347 01 Ubertrag:1
Lore 1-(0+1)=0
— 89,47 .
11 Ergebnis:0
034,01 Ubertrag:0

123,48 — 89,47 = 34,01
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Schriftliche Multiplikation

1. Faktor - 2. Faktor= Produkt

linke Zahl - rechte Zahl = Ergebnis

Die einzelnen Ziffern der rechten Zahl mit der linken Zahl
multiplizieren.

Das Ergebnis unter die Ziffer der rechten Zahl schreiben.
Die Ergebnisse addieren.

Die Nachkommastellen der beiden Faktoren addieren und

beim Ergebnis das Komma setzen.

Schriftliche Division

Dividend : Divisor = Quotient

linke Zahl : rechte Zahl = Ergebnis

Enthélt der Divisor(rechlte Zahl) ein Komma, wird das
Komma beider Zahlen um soviel Stellen nach rechts ver-
schoben, bis der Divisor eine ganze Zahl ist.

Versuch die erste Ziffer (die ersten beiden Ziffer usw.) der
linken Zahl durch die rechte Zahl zu teilen, bis man bei der
Teilung eine ganze Zahl erhélt.

Das Ergebnis der Teilung mit der rechten Zahl multiplizie-
ren und von den verwendeten Ziffern subtrahieren.

Die néchste Ziffer der linken Zahl an das Ergebnis anfiigen
und wieder versuchen zu teilen.

Ein Komma im Ergebnis entsteht,

- wenn man eine Ziffer, die nach dem Komma steht anfiigt.
- wenn die linken Ziffern einer ganzen Zahl aufgebraucht

sind und man eine Null anfiigt.

Interaktive Inhalte:

’ Addition

1.1.11 Bruchteile - Prozent - Promille
Bruchteile

’Subtraktion H Multiplikation ‘ Division

bsoluter Anteil
e Bruchteil (relativer Anteil) = w
anze

e absoluter Anteil = Bruchteil - Ganze

absoluter Anteil

* Ganze = Bruchteil

Schriftliche Multiplikation
34,61-9,3 =
3461 - 93
31149
10383

321873
Nachkommastellen:2 + 1 = 3
34,61 -9,3 = 321,873

15:2 =
15:2=17,5
15
- 14
10
- _10
0
15,45 : 2,456 =
15450 : 2456 = 6, 2
15450
— 14736
7140
— 4912
2228
6,2 Rest 2228

Welcher Bruchteil sind 200 € von 800 €7
200 2 1

800 8 4
Gesucht: absoluter Anteil
1 von 800 €7

Z~800€:200€

Gesucht: Ganze

1 sind 200 €7

M:EEOO%I

i
4
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Prozent

o p% = % p Prozent = p Hundertstel

e Prozentsatz= Bruchteil -100 %

Prozentsatz

Bruchteil=
o Bruchtei 100%

p - Prozentzahl
p% - Prozentsatz

Promille

o p Yo= 10’% p Promille = p Tausendstel

e Promillesatz= Bruchteil -1000 %o

Promillesatz

Bruchteil=
e Bruchtei 1000%

p - Promillezahl

p%o - Promillesatz

1.1.12 Prozentrechnung

Prozentrechnung

P,
e Verhiltnisgleichung: — =
p

p-G
pP,=""
100

Pw'lOO Pu)
.Gzi G:

P,=p%- -G

%
P, -100 P,
¢ =g
G - Grundwert
p - Prozentzahl
p% - Prozentsatz

P,, - Prozentwert

Interaktive Inhalte:

e _ Pu100 _ P10
Py = 155 G= ) p="¢a

1
PH=0,34= - =34% p=34
% = 0,125 = ’5:12,5% p=12,5

1

— 1,25 = -2° — 125 =125
pR=1, 100 %

1
=0,00l = —— =1 =1
p%o 5 1820 %0 P
p%o—0,125—£g280—125 %  p=125
p%e=1,25 = 122 _ 1950 % p = 1250

Wie viel sind 25% von 800 €?

P, = w — 9200 €
100 95
% 5% 100 0,25

P, =0,25-800 € =200 €

25% sind 200 €.Grundwert?
200 - 100 200
G—T—800€ G—0725

=800 €

Wie viel Prozent sind 200 € von 800 €7

200- 1

_ 2000100 oo pop — 95%
Wfﬁ%ofozwﬁfzw
P7o=%00 = "* T 100 ~ 77
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1.1.13 Promillerechnung

Promillerechnung
o Verhiiltniseleichune: P, G Wie viel sind 25%o von 800 €7
g X P 1000 w:25-800€:20€
a 00
W=t Py G P%o = qppp = 0025
000 Py =0,025-800 € = 20 €
P, - 1000 P,
oG = G= % 25%0 sind 20 €.Grundwert?
! . G100 i o 20 gy
P, - 1000 P, 25 T 0,025
e p= T %0 = 6
Wie viel Promille sind 20 € von 800 €7
G - Grundwert _ 20-1000 _ . %o — 25%
p - Promillezahl P="%0 p7oo = 2970
p%o - Promillesatz 50 -
. = —0,025= - =25
P,, - Promillewert P%e = 800 Toop — 2%
Interaktive Inhalte:
_ p@ _ P,-1000 __ P,-1000
Pu = {556 G = P p=""3
1.1.14 Prozentuale Ab- und Zunahme
Prozentuale Ab- und Zunahme
o Endwert= Anderungsfaktor - Anfangswert Eine Artikel kostet 200 €.
o _E _E Der Preis wird um 10% erhoht.
E=q-A4 q=% A=4 =1+ =11 E=11-200€=220€
eProzentuale Zunahme g > 1 Der Preis wird um 10% gesenkt.
=1+ p=(g—1)-100 g=1-3=09 E=09-200€=180 €
Endwert=Anfangswert+Veréinderung Eine Artikel kostet nach Preiserh6hung 220 €.
eProzentuale Abnahme 0 < ¢ <1 Der Preis wurde um 10% erhoht.
qzlflioo p=(1—gq)-100 qzl—!—%:l.l A:%:200€
Ant . ind Eine Artikel kostet nach der Preissenkung 180 €.
Endwert=Anfangswert-Verdnderung Der Preis wurde um 10% gesenkt.
A - Anfangswert g=1-3=09 A=10-200¢€
E - Endwert
. Eine Artikel kostet 200 €.
q - Anderungsfaktor Nach einer Preiserh6hung kostet er 220 €.
p - Prozentuale Zu- bzw. Abnahme g=22=11 p=(11-1)-100 = 10%

Nach einer Preissenkung kostet er 180 €.

g=19_09 p=(1-09)-100=10%

Interaktive Inhalte:

sl
|t
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1.1.15 Potenzen

Definition
a"=a-a-a-...-a
—_——

n—Faktoren
a = Basis n = Exponent

a®=1 al=a

Basis: 10

10°=1 10t =10

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)

=1 el=e

Potenzen multiplizieren

gleiche Basis - Exponenten addieren
am . an — am+n

10™ - 10" = 10™+"

m n

e . et = emtn

Potenzen dividieren

gleiche Basis - Exponenten subtrahieren
am

n m—n

mia"=—=a

a

10™ : 10" =

Potenz ausklammern

gleicher Exponent - Exponent ausklammern

a” - b" = (ab)™
a” a.,
=)

Potenz in der Potenz

Exponenten multiplizieren
(1om™)™ = 10m™

Potenzen mit negativem Exponenten

-n _ 1
a = an
—-n 1
107" = 5%
e =L

22=2.2.2
x4:£L“:U-£L"x
4% =1

=1

41 =4

xlzm

32 . 35 — 32+5 — 37
1,3 . 1:5 _ .’L’3+5 8

3. o5 — 3+(=5) _ =2
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Potenz - Wurzel

1
n

a>0

a Va
107 = /10
e ve

Gl Nl
I

w %
ol DN
»J>| &8

Wl

I

‘H

(S0 V)

3=
Il

Potenz mit rationalem Exponenten

m 3
an = Yam a>0 25 = /23
m
10» = ¥/10™
e% = {Jem
Potenzen mit rationalem (negativ) Exponenten
m_ 1 "=
S o a>0 278 = 5=
107% = 0 1
0™
_m 1
e n = em

Interaktive Inhalte:

hier klicken

1.1.16 Wurzeln

Wurzel - Potenz

Va=an Vi=2} Jz=qf
1 1
n - Wurzelexponent a - Radikand V5 =53 ﬁ =472

Quadratwurzel: Va
Kubikwurzel: Ja

Wurzeln multiplizieren

Va- b= a b Y3 Yi= o d= YB=2

aw - bw = (ab)w

gleiche Exponenten - Exponent ausklammern

Wurzeln dividieren

a: o= y/f VoL 3= 3% = =3
an

()

gleiche Exponenten - Exponent ausklammern

3

Wurzel in der Wurzel

n

(a¥

mn

S

1 1
m -

|
)

3

~—
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Nenner rational machen

Waurzel (irrationale Zahl) aus dem Nenner entfernen

e Erweitern des Bruchs mit der Wurzel
a a+/c ay/c ay/c

bv/e  byeve  b(ye)?  be
a ave+d ave+d :a\/c—i—d

bWetd b/erdverd b(verd? bletd)

e Erweitern mit der 3, Binomischen Formel

a alb= o) alb—ve) _ a(b—e)

btve (b+Volb—ve) B-(Jo2 -c

Erweitern des Bruchs mit der Wurzel
3 3v6 3v6  3V6

5/6 5/6V6 562 30
3 _ 3V +2 3z +2 3z +2
5vVc+2 5vVr+2vz+2 5(Vz+2)? 5(z+2)

Erweitern zur 3. Binomischen Formel

Interaktive Inhalte:
hier klicken

1.1.17 Logarithmen

Definition

c=logya& b =a

b = Basis a = Numerus

Basis: 10
logpx = lgx
10197 =
lglo* =z

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)
log.x =Inzx
eln:r =

Ine* =x

Logarithmen addieren

log.a +log.b = log.(a-b)
lga+1gb =1g(a-b)
Ina+1nb =In(a-b)

Logarithmen subtrahieren

log.a —log.b =log, ¢
lga—lgb=1g 7

lna—lnbzln%

3 3(5—V2) _36-v2) _ 356-vV2)
5+vV2  (5+V2)(5-v2) 52 -(v2)R 502
15— 3v2

23

3 _ 3(vz = v2) _ B3(G=E-v2)
VE+v2 (Vz +v2)(Vz - V2) (V)2 = (V2)?
3(vE —v2)

=2

3=log,8 & 2° =38

log,3 =1In3
eln3 =3
Ine* =3
log,g2 = 1lg2
10'% =3
1g10°> =3

log,4 + log,8 = log, (4 - 8) = log,32
logsz + logsy = logs(x - y)

log; 5 — log; 7 = log, 2
ln5fln7:1n$
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Logarithmus von der Potenz

log.a™ =nlog.a
log,a™ =nlog,a=n
lgl0™ =n

lne™ =n

Basisumrechnung von Logarithmen

_log,a lga Ina

“log.b lgb Inb

Logarithmus von der Wurzel

‘ log, ¢/a = Llog,a

Interaktive Inhalte:

hier klicken

1.1.18 Proportionalitit

4 Direkte Proportionalitit; y = 2x

=
S =
| |

SO HF N W ks Loy 3 o ©o
|
T

40

35

30

25

20

15

10

40
\ Indirekte Proportionalitét; y = o

logsh? =2 logs 5

logy 3 =

log, \5/§

log,3 _1g3 _ In3

log,5 1lgh Inb5

1

5

log, 3

\]

= 0,68
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Direkte Proportionalitit

y ist ein vielfaches von x
Yy=m-x
Proportionalitdatsfaktor: m

y ist direkt proportional zu x: y ~ x

Direkte Proportionalitit = quotientengleich
Tabelle:

o1 | @0 |2 | o |

y1‘y2‘y3‘y4‘~
ST T

Z1 x2 x3 T4

Funktionsgleichungen:

_ _ Yy
y=m-x r=-= m==

m
Graph: Urspungsgerade

Indirekte Proportionalitit

y mal x ist konstant
k=y-x
1

y ist indirekt proportional zu x: y ~
Indirekte Proportionalitidt = produktgleich
Tabelle:

1'1“%2‘1'3‘%4‘..

y1‘y2‘y3‘y4‘~

k=y1-21=Y2 T2 = Y3 T3 =Yg - Tq..

Funktionsgleichungen:
k

Y= — Tr = — k = Y- x
z Y

Graph: Hyperbel

Dreisatz - Verhaltnisgleichung

Yi_y2 31 %2
X1 T2 Y1 Y2

Y1 -T2 =21 Y2

Y2 - IT1 Y1 -T2
vy = Y2 =
X2 T
T2 Y1 Z1 Y2
r = ——- Tr9g = ——
Y2 Y1

= Y1 :T1 = Y2 1 T2

Ein Tafel Schokolade kostet 2 €.
Zwei Tafeln Schokolade kosten 4 €.
x= Anzahl der Tafeln
y= Preis der Tafeln
m= Preis einer Tafel
y=2-x
Wieviel kosten 5 Tafeln ?
y=2-5=10
Wieviel Tafeln bekommt man fiir 12 € 7
B = -5 = 6
Tabelle:
Anzahl | 1]2|3[4]|5
Preis [2[4]6]8]10
Direkte Proportionalitiat = quotientengleich
_2_4_6_8_,
12 37 4
Funktionsgleichung:y = 2 - x

10 Arbeiter benttigen 4 Tage
Wie lange brauchen 20 Arbeiter?

x= Arbeiter

y= Tage

k= Anzahl der Tage bei einem Arbeiter
k=y-x

k=10-4=40

,_ 0,

Tabelle:

Arbeiter [1 |2 |3 |4 |5
Tage | 40]20[133]10 38

Indirekte Proportionalitdt = produktgleich
k:14:2a0:&u%:440:58:m
Funktionsgleichung:y = ;0

7 Tafeln Schokolade kosten 14 €.

Wieviel kosten 5 Tafeln ?
x= Anzahl der Tafeln
y= Preis der Tafeln

CA—
X1 i)
14y
7 5

14-5
yngzlo
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1.1.19 Zahlensysteme

010 02 016 || 1010 | 10102 | Ais || 2010 | 101002 | 1416 || 3010 | 111102 | 1Ei6 || 4010 | 1010002 | 2816
110 12 116 || 1110 | 10112 | Big || 2110 | 101012 | 1516 || 3110 | 111112 | 1Fie || 4110 | 1010012 | 2916
210 102 216 || 1210 | 11002 | Cie || 2210 | 101102 | 1616 || 3210 | 1000002 | 2016 || 4210 | 1010102 | 2A16
310 11, 316 || 1310 | 11012 | Dis || 2310 | 101112 | 1716 || 3310 | 1000012 | 2116 || 4310 | 1010112 | 2B46
410 | 1002 | 416 || 1410 | 11102 | Ei6 || 2410 | 110002 | 1816 || 3410 | 1000102 | 2216 || 4410 | 1011002 | 2C46
510 | 1012 | 516 || 1510 | 11112 | Fis || 2510 | 110012 | 1916 || 3510 | 1000112 | 2316 || 4510 | 1011015 | 2D1s
610 | 1102 | 616 || 1610 | 100002 | 1016 || 2610 | 110102 | 1As6 || 3610 | 1001002 | 2446 || 4610 | 1011102 | 2Es6
Tio | 1112 | 716 || 1710 | 100012 | 1116 || 2710 | 110112 | 1By6 || 3710 | 1001012 | 2516 || 4710 | 1011112 | 2F16
810 | 10002 | 816 || 1810 | 100102 | 1216 || 2810 | 111002 | 1Ce || 3810 | 1001102 | 2616 || 4810 | 1100002 | 3016
910 | 10012 | 916 || 1910 | 100112 | 1316 || 2910 | 111012 | 1D16 || 3910 | 1001112 | 2716 || 4910 | 1100012 | 3116

Zahl mit Basis B in Dezimalzahl

e Definition 427 = 42710 =
n i " 1 0 107 | 10T | 10°
Zp=3 . oZ4iB"'=2Z,B"+ ..+ Z\B'+ ZyB 7 5 =
Basis: B Ziffern: Z,,, ..., Z1, Zy 4-102+2-10T+7-10° =
Basis: | .. |B* | B?> | B'| B° 4-100+2-10+7-1
Ziffern : .. Zg Z2 Zl Z() 1101010115 =
Ziffern:0;1;2,3;4;5;6;7;8;9; A = 10; B=11;C = 12; 28 T2T 126 725 [2T 29[22 [2T [ 2°
D=13-E=14-F = 15 1 17010 1]0]|1 1
o ’ 1-2°41-2740-2°+1-2°+0-2"+
e Dezimalsystem 1-2240.2241.2041.2°=
Basis: 10 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 1-256+1-128+0-64+1-324+0-16+1-8+
Zio = Y1 Zi10' = Z,10" + ... + Z,10" + Z10° 0-4+1-2+1-1=4370
e Dualsystem (Binérsystem) A 62T 167 160
Basis: 2 Ziffern:0,1 YT [A=10] B=11
, 2 T
Z2 — Z?:O Zizl — Zn2n + ..+ Z121 4 Z020 1-16°4+10-16" 4+ 11-16" =

1-256410-16+ 11 -1 = 427,90 = 427
e Hexadezimalsystem

Basis: 16 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,F
Zig =Y 126" = Z,16™ + ... + Z116" + Z,16°

Dezimalzahl in Zahl mit Basis B

e Dezimalzahl durch die neue Basis teilen 427 = 42719
427 : 2 = 213 Rest:1

e Ergebnis ist ein ganzzahliger Anteil und der Rest
213 : 2 =106 Rest:1

e ganzzahligen Anteil wieder teilen 106 : 2 — 53 Rest:0 427 = 492710
® USW. 53 : 2 = 26 Rest:1 427 : 16 = 26 Rest:11 = B
e bis der ganzzahlige Anteil gleich Null ist 4. 2= s Resnl) e A9 = 1 gl = A
13:2 =6 Rest:1 1:16 = 0 Rest:1
e die Ziffern der Reste von unten nach oben abschreiben 6:2 =3 Rest:0 42710 = 1ABis
3:2=1 Rest:1
1:2 =0 Rest:1

42710 = 110101011,

Interaktive Inhalte:
Zahlensysteme
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1.1.20 Folgen und Reihen

ar

Arithmetische Folge 3 7 11 15 19 23

Geometrische Folge 2 6 18 54 152 | 486

Arithmetische Folge

15025 A35 AL} nnenee- a, neN

ar;a1 +dya; +2d;.. 501+ (n—1)d;. ..
Differenz: d = a1 — ay,

explizite Darstellung: a,, = a1 + (n — 1)d
rekursive Darstellung: a,+1 = a, +d
Summe:

Sn = ZZ:1 (ag) = a1 +as +as+ ...an

S =y (ax) = 2F) = 2 (2g) 4 (n — 1) - d)

Geometrische Folge

Q15025 A35 AL} ennnennn ap, neN
S N —1.
ay;a1q;a1q 7"‘aa1qn 3
Quotient: ¢ = 2o+t
An

explizite Darstellung:a,, = a;¢" !

rekursive Darstellung: a,4+1 = an - ¢
Summe:
Sn = 2221 (ag) =a1 +as +as+ ....an

_\\n k-1 _ , g¢"=1 _ _1l—gq
sn=12 101 " =al s =aTL

n

Fibonacci-Folge

ap = 1l;ae =1
Addition der beiden vorherigen Zahlen.
rekursive Darstellung:a,, = an_1 + Gn_2

explizite Darstellung:
=% (%) - (=9))
n =/ 2 2

3;7;11; 15;19; 23; 27..

a1:3 a2:7 a3=ll a4:15
Differenz: d = as — a1 = a3 — a2 = a4 — as....
d=7-3=11-7=15-11=4

explizite Darstellung: a, =3+ (n —1) -4

as =3+ (5—-1)4=19

rekursive Darstellung: ant+1 = an + 4

a; =3 as=3+4=17 a3 =T7T+4=11
Summe:

sa=3r_y(ax) =3+ 7+ 11415 =36

sy = 4(3;15) — 36

2;6; 18; 54;162; 486..
al = 2 a2 = 6 a3z = 18

Quotient: ¢ = Z—f = Z—;’

CL4=54

g=§ =% 3

explizite Darstellung: a, = 2 - 3"~!
ar=2-3"""=54

rekursive Darstellung: an+1 = an - 3

CL1:2 CL2:2‘3:6 a3:6’3:18
Summe:

sa=p_, (ax) =246+ 18454 =80

sa=23=1—80

151;2; 3;5; 8;13; 21; 34; 55; 89; 144; ..
rekursive Darstellung:

al = ].;az =1

az3=1+1=2 ay=142=3
as=2+3=5 as=3+5=28

explizite Darstellung:

=35 ()"~ (5)) -
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Spezielle Folgen und Reihen

eNatiirliche Zahlen: 1;2;3;4;..n

Summe:

Sp=ri=%n+1)

Geraden Zahlen: a,, = 2;4;6;8;..2n
Sp=>r,2i=n(n+1)

eUngeraden Zahlen: 1;3;5;7;..2n — 1

Summe:

Sp=r (20— 1) =n?

Addiert man die ersten n ungeraden Zahlen, so ist die Sum-
me n? .

e Quadratzahlen: 1;4;9;16;..n2

Summe:

Sp= i =2(n+1)(2n+1)

e Kubikzahlen: 1,8,27,64,125,216, 343, .n3

Summe:
Sn =210 = (§(n+1))?

%2(71—1— 1)2

1.1.21 Komplexe Zahlen

Die Summe der ersten 100 natiirlichen Zahlen. si00 = Zigz =

100100 4 1) = 5050

Die Summe der ersten 6 ungeraden Zahlen. sg 14+ 3+
5+T74+9+11 =236

s6 =30 (2i—1)=6%=36

Addiert man die ersten 6 ungeraden Zahlen, so ist die Summe
6 = 36.

Im A Komplexe Zahlenebene Im A Komplexe Zahlenebene
z1 =3+ 41 z1 =3+ 4
44 o 44 ,
5
2 4+ 0o = 323, 13°
za=i 53,13°
< ! ! Fay ! > - ! >
o~ T T U T 2‘ ’R o~ T ’Re
z3 = e
—4 -2 4
o —2 T+ - |z2] =5
25 = —4 — 2i /
5
zo =4 — 3¢ zo =4 — 3¢
4 4
Y \J
Imaginire Einheit
Die komplexen Zahlen C sind eine Erweiterung der reelen | 3 =—; 4 =1 =4 ¢=-1 i =—

Zahlen R, um die imaginére Einheit i (j). Die reelen Zahlen R

sind eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen C. R C C
i?=-1

Z‘4n _ 1 ,L'4n+1 _

i i4n+2 =1 ,L'4n+3 —

7

Losung von Gleichungen in C

?+1=0 zeR L={}
z? =1 zeC L={i},
T =+-—1
z2+4=0 22 4+2c+5=0
x? = —4 po o T2EV22-4-1.5
z=v-4 e 2.1
x = V4/—1 Zrja = —2++/-16
&= o4
T1/2 = 2
244 24
r1 = 2 o = 2
z1=—-14+2 xo=-1-—2i
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Kartesische Form der komplexen Zahl

z=xz+iy z21=34+4i z=Re(z1)=3 y=Im(z)=4
22=4—-3i z=Re(z2)=4 y=1Im(z2)=-3

z =Rez y=Imz z3=2 x=Re(z3)=2 y=1Im(z3)=0

T Realteil za=1 z=Re(za) =0 y=1Im(zs)=1

y Imaginirteil 25 =—4—2i z=Re(zs)=—-4 y=1Im(zs)=-2

Polarformen der komplexen Zahl

eExponentialform eExponentialform ' .
; GradmaB (DEG):z; = 5e®*13

z =re'¥ ;
Bogenmafl (RAD):z; = 5e*%

eTrigonometrische Form eTrigonometrische Form

z = r(cos p + isinp) GradmaB (DEG):z2 = 5(cos 53,13° + isin 53, 13°)
Bogenmafl (RAD):z2 = 5(cos 0,93 + i sin 0, 93)

r Betrag von z

® Argument, Winkel,Phase DEG/RAD

Konjugiert komplexe Zahl z*

z=x+ 1y Fr=zZ=x—1y 21 =3+4 Ozf:3—4i. )
ip « —ip 21 = 56153,13 z’lk — 567153,13
z=re z*=re A 5
’ . z1 = 5(cos53,13° + isin 53, 13°)
z=r(cosp+ising) z*=r(cosp —isingp) 27 = 5(cos 53,13° — isin 53, 13°)

Rechnungen in kartesischer Form

21 =x1+ 1 Z2 =Tz + Y2 =243 z2=4+5
Additi e Addition
eAddition itz =(2+30)+(A+5)=(2+4)+ (3+5)i=
21 4 22 = (1 +iy1) + (x2 + iy2) 6 + 8i

: Subtraktion
z1tz=(r1+22) +1 +
L+ 22 = (@1 2) +i( +y2) 2 —za=(2+30) — (445i) = (2—4) +i(3—5)
eSubtraktion — _9_9;
21 — 29 = (JCl + ’Lyl) — (1‘2 + Zyg) Multiplikation
z1— 22 = (x1 —x2) +1i(y1 — y2) 21-222(2'—1—31)(44-52)=(2~4—3~5)+(2~5+4~3)z

=—74+22
eMultiplikation Do
21'22:($1+’iy1)(1'2+iy2) ﬂ:2+3i:(2+3i)(4_5i):
) 22 4+5i  (4+5)(@d—5)

21 22 = (172 — Y1y2) + i (T1y2 + 201) 2:4+43.5 4:3-2'5. 23 2
eDivision 2452 £15 '@ 4

21 T+ 1

= = ﬁ Multiplikation mit konjugiert Komplexen
2 2 2 o N D . o

21 (1) (T2 — iya) 22* _ é%::—_z? (2 =31)

%) B (xo + 1y2) (z2 — iy2) o
A1 _ Tt +y1y2 . X2y1 — T1Y2 2z 13
22 a3 +y3 3+ y3

eMultiplikation mit konjugiert Komplexen
221" = (21 +iy1) (21 — iy1)
Z1 2’1* = LE% + yf

zz* = 2|2
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Rechnungen in Polarform

21 =T1€"Pt 29 = r9e'¥?

eMultiplikation
21 - 29 = T1€P1 - roel®2 = pyrgel(P1te2)
eDivision
1
z rie ry o
“1 — 1 _ — ilel(<P1*<P2)
29 roet¥2 9
Potenz

2" = (rew)n = ey

Kartesische Form in Polarform

z=x+iy in z=r(cosp+isinp)=re?¥

r= AP

Y
I: t ’7‘
¢’ = arctan( . )

y | x
I. Quadrant +
II. Quadrant | + | -
III. Quadrant | - -
IV. Quadrant | - | +
DEG RAD
1. Quadrant o= o=
II. Quadrant | ¢ =180°—¢' | o =7 — ¢’
II1. Quadrant | ¢ =180°+ ¢’ | p =7+ ¢
IV. Quadrant | ¢ =360°— ¢’ | ¢ =21 — ¢’

Polarform in kartesische Form

i53,13° 1323,13°
21:56153, 3 22:5613 3,13

eMultiplikation
Betrdage multiplizieren und Argumente addieren

. o o : o : o
P 5i(53,13°4323,18°) _ or i876,26° _ o 16,26

e
eDivision
Betrage dividieren und Argumente subtrahieren
2 5 ei53,13°

22 5eid23,13° =

: o o : o . o
_ e1(53,13 —323,13 ) _ o 1270° _ i90

71 =3+41

r=vETE=5

, 4

@' = arctan <’§D

@ =53,13°

y=4>0Az2=3>0= 1. Quadrant
» = 53,13°

21 = 5ei3:13°
z1 = 5(cos 53,13° + isin 53,13°)

2:2:4—3i
r=vV#2+3=5

-3
= t —_—
@ arcan(’ 1 D
o = 36,87°

Je nach Vorzeichen von x und y den Quadranten wahlen.
y=—-3<0Az=4>0= IV. Quadrant

Den Winkel in den Quadranten umrechnen.

» = 360° — 36,87° = 323,13°

; o
29 = 532313

z=r(cosp+ising) =re¥ in z==x+iy 21 = e'®313°
r=rcosp y=rsing x =5c0s53,13° =3
y=>5sin53,13° =4
21 =3+ 41
Interaktive Inhalte:
’ Rechungen:z = = + iy ‘ ’ Rechungen:z; = rei®1 ‘ ’ Polarform in Kartesische Form ‘ ’ Kartesische Form in Polarform
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Algebra

Terme

1.2 Terme
1.2.1 Grundlagen

Definition

Terme sind sinnvolle Verkniipfungen (+,-,-,/) von Koeffizi-
enten (Zahlen) und Variablen (Buchstaben: x,y,z,a..).

Eine Variable ist ein Platzhalter fiir eine Zahl.
Physikalische und geometrische Formeln sind Terme.

Terme konnen mit Hilfe des Kommutativgesetzes, Assozia-

tivgesetzes und Distributivgesetzes umgeformt werden.

Schreibweisen

e Man darf das Malzeichen vor der Variable und vor der
Klammer weglassen.

a-r=ax

a-(z+b)=alx+Db)

e Den Faktor 1 vor einer Variable kann man weglassen.
lx=1lx==x

e Zahlen schreibt man vor die Variable

Tr-a=axr

Termwert - Termname

Jedem Term kann man einen Namen zuweisen. In Klammern
kann man die Variablen des Terms angeben.
Name(Variable 1, Variable 2...)=Term

Ersetzt man die Variablen eines Terms durch Zahlen, be-

rechnet man den Wert des Terms.

- konstanter Term: 2

- linearer Term: 5x

- quadratischer Term: 62>

- weitere Terme:
3-x—4 2yr — 4y
3a — 2b 3zx — 2zu
z? —32% —2?  yx® — 3z2% — ux?
52y — Ta? 5ey — 23
V=I-b-h pP=%

- keine Terme:

4+ x4 /4, —Q

-z =3z
‘y-3=6y
-x = ax
(z—2)=3(z—2)
-y -5 =5dry

8 W NwW

Umfang des Rechtecks:

U(a;b) = 2a + 2b oder U = 2a + 2b

Name des Terms: U Variable: a,b Term:2a+2b
Berechnen der Termwerts:a =5 b=206
U(5;6)=2-5+2-6oderU=2-5+2-6
U(5;6) = 22 oder U = 22

Termwert: 22

Linearer Term (Funktion)
f(x)y=2z+3oder f:y=2x+3

Name des Terms: f Variable: x Term: 2x+3
Berechnen der Termwerts:x = 5
fB)=2-5+30odery=2-5+3

f(5) =13 oder y = 13

Termwert:13
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Terme

1.2.2 Umformung von Termen

Addieren und Subtrahieren von Termen

Zwei Terme sind gleichartig, wenn sie aus den gleichen Va-
riablen (Klammerausdriicke) mit den jeweiligen gleichen Ex-

ponenten bestehen. Gleichartige Terme kann man durch ad-

dieren (subtrahieren) der Koeffizienten zusammenfassen:

Multiplizieren und Dividieren von Termen

Die Zahlen multiplizieren (dividieren) und gleiche Variablen

zusammenfassen (Potenzgesetze).

Addieren und Subtrahieren von Summentermen

e Vorzeichen vor Summenterm
+(a+b)=a+b +(a—b)=a-b
—(a+b)=—-a-> —(a—b)=—a+b
e Summenterm und Summenterm
a+b)+(c+d)=a+b+c+d
a+b)—(c+d)=a+b—c—d
a—b)—(c—d)=a—-b—c+d

(
(
(

Gleichartige Terme 2z und 3x

2z + 3x = bz

Gleichartige Terme — 2x und — 3x
Gleichartige Terme 6y und — 5y
-2z +6y — 5y —3x =Sz +y

z3 + 4x3 = 528

222 4 322 = 522

5c2y + Toly = 122%y

2xy + 3xy + 4z + 5z = Sxy + 92

3e” — 2e” =e”

(#? — 5z —27) — (x +3) =

2? —5r—27—z—3=2%— 62— 30
Nicht gleichartige Terme kann man nicht zusammenfassen.
20+ 3y +3 =

22° +3z+2=

z3 + 5zt =

3e2® — 2e” =

2z - 3z = 62°
2¢-322=2-3-z-22=6-2°
6x-22=6-2°

9z

3

3z

120 _4

3z =z
2z4+1)+(z+3)=2z+1+z+3=3x+4
e+1)+(x—-3)=2z+14+2—-3=3z—2
2z4+1)—(z+3)=22+1—-2z—-3=2—-2

—(2z+1)+(z+3)=-2z—14+x+3=—-x+2
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Multiplizieren von Summentermen - Ausmultiplizieren

Ein Produkt in eine Summe(Differenz) umwandeln.
Jedes Glied mit jedem multiplizieren.

e Faktor mal Summenterm

c-(a+b)=(a+b) -c=ac+bc

e Summenterm mal Summenterm

(a+0b) - (c+d)=ac+ad+bc+bd

(a+b) - (c+d+e)=ac+ ad+ ae+ bc+ bd + be

e 3 Faktoren

c-(a+b)-(d+e)=(ac+bc) - (d+e)=

acd + ace + bed + bee

(@+b)-(c+d)-(e+ f)=(ac+ad+bc+bd)-(e+ f)=
ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf

Interaktive Inhalte:
hier klicken

1.2.3 Binomische Formel

1. Binomische Formel

(a+b)?=a*+2-a-b+b?
(a+b)?=(a+b)a+b)=a’*+a-b+a-b+b?
(—a—0b)?=(-1)%(a+b)?> = (a+b)?

2. Binomische Formel

(a—b?%?=a>-2-a-b+b?
(a—b)2=(a—-ba—b=a’>—a-b—a-b+b?
(—a+b)*=(-1)*(a—b)*=(a—b)°

3. Binomische Formel

(a+0b)-(a—b)=a?—b?
(a+b)-(a—b)=a’—a-b+a-b—1b>=a®>—b>

Binomische Formel in der 3. Potenz

| (a+b)° = a® +3a%b + 3ab + b

2z +1)-(x—3) =

2¢-x+2x-(-3)+1-x+1-(-3) =

22% 4 (—6z) + 2z + (—3) = 22> — 52 — 3

(22 — 52 —27) - (x +3) =

z? x+2% 34 (=bz) x4+ (=5x) -3+ (=27) -z +(=27)-3=
23+ 322 + (=522) + (—152) + (—27z) + (=81) =

z3 — 22% — 422 — 81

(+2)-(x-3)-(z—5) =

(x? —x—6)-(z—5) =

> — 622 — x4+ 30

(x+5)?%*=2>+10-z +25
(x+9)2=24+18 -2 +81
(—z—9)2=2+18 -2 +81

(2 24+5)2=4-22+20-2+25
(6-24+5)2=36-2>4+60-z+25
(SR F S e
(x-z4+y)?=2>-224+2-2-2-y+y?

(=52 =2>-10-2+25

(x—9)2 =218 -2 +81

(—z 492 =218 -z +81
2-z-5%*=4-2>-20-24+25
(6-2—5)2=36-2%—60-z+25
(z-—y)P=2*-2-z-y+¢°

(- z—y)?=x*-22-2-2-2z-y+9°

(x+5)-(x—5)=2>—25
(x+9)-(z—9) =2>-81
(3-24+5)-3-2—5)=9-22—-25
(7T-24+9)-(7T-2—9)=49-2> — 81
(z+y) (@—y) =2 -y

(lz+2)°=1%2*+3-1-22-2+3-1-2-22 + 28
(z+2)% =2 + 627 + 122 + 8

2z +(-3))° =
2323 +3.22. 42.(=3)+3-2. 2 (=3)°+ (-3)°
(22 — 3)® = 82 — 362> + 5dx — 27
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Binomische Formel in der 4. Potenz

‘ (a+0b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*

Binomische Formel mit hoheren Potenzen

Die Summe der Exponenten ist n.
n+0=n n-1+1=n n-2+4+2=n ...
Koeffizienten(kg, k1..) ibers Pascal’sche Dreieck

oder iiber den binomischen Satz:
(a+b)" =

Binomialkoeffizient
n\ n! iber k
k) T Km—k T

(@a+b)" = koab® + k1a" 1ot + koa™ 7202 + ... + kpab"

(a+b)° 1

(a+0b)! 1 1

(a+b)? 1 2 1

(a+1b)3 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1
(a+b)5 1 5 10 10 5 1

Y ny0 N\ n—1;1 N\ n—2;2 Y o01n
b
(O)ab +(1>a —|—<2)a b° + —|—<n>ab

Interaktive Inhalte:

Y+4-(-2)% 2% (-3)+6-(-2)° 2% (-3)*+
- (=3)° + (-3)*
(—2x — 3)® = 162" + 962> 4 2162> + 216 + 81

1

at + b =1la+1b

(a+b)2 =g 2 b 4 (;)a2_2b2

n=2 k=1 ki=2 k=1
(a +b)? = 1a® + 2ab + 1b*

(a+b)' =

N O =
— N = =

a2+

n=3 k():l k1:3 k}2:3 k}2:1
(a +b)® = 1a® + 3a?b + 3ab® + 1V°

n=4 k():l k1=4 k}2=6 k]3=4 k4=1
(a +b)* = 1la* + 4a®b + 6aV* + 4ab® + 1b*

(a+5)? || @=1? [[(@+b) (a=b) || (ax+b)?® || (ax+0)" |

1.2.4 Faktorisieren - Ausklammern

e Ausklammern eines Faktors
ac+bc=c-(a+b)

e Doppeltes Ausklammern
ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+blc+d)=
(a+b) (c+d)

e Binomische Formeln
a?+2-a-b+b%=(a+b)?
a?=2-a-b+b*=(a—0b)?
a?—v>=(a+b) (a—0b)

Eine Summe(Differenz) in ein Produkt umwandeln.

222 + 6z = 2x(x + 3)
Binomische Formeln

22 4 10z + 25 = (z + 5)?

z? — 18z + 81 = (z — 9)?

42 4+ 20z + 25 = (22 + 5)?
36 - 22 — 60z + 25 = (6 — 5)°
22 —25 = (z+5)(x—5)
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Terme

1.2.5 Quadratische Erganzung

T(z) = ax?® +bxr +c

T(z) = a(z? + gm) +c

T(z) =a(2®+ 2o+ (£)2 = (&)%) +c

T(2) = al(e + &) — (£)?] +c
T(z)=alz+ L) —a Lz +c

T(x) :a(ac—&—%y—%—i—c

oder

T(x) = ax?® +bx +c

T(z) = a(z? + Zm + )

T(x)=a(a®+ 2o+ (L) - (£)?+9)

T(z) = al(x + 55)% — (55)° + &
T(z)=alz+ L) —a-Lz+a- <

T(x) :a(m—&—%)g—%—i—c

a<0

Maximaler Termwert = f% + ¢ fiir x=— %
a>0

Minimaler Termwert = —% + ¢ fiir x=— %

Maximalen oder minimalen Termwert bestimmen.

1.2.6 Bruchterme

Definition und Definitionsbereich

Z(x
N(x)

reich ausgeschlossen werden.

Nullstellen des Nenners bestimmen: N (z) = 0

D=R \ {(El,ivg....}

Bei einem Bruchterm ist im Nenner eine Variable.

Die Nullstellen des Nenners missen aus dem Definitionsbe-

Nullstellen aus dem Definitionsbereich ausschlie3en:

Erweitern von Bruchtermen

alz) _ a(a)- o(z)
b(x)  b(x)-c(x)

Zahler und Nenner mit dem gleichen Term multiplizieren.

Kiirzen von Bruchtermen

a(x): a(z) : c(x)
b(x)  b(x):c(x)

Zéhler und Nenner faktorisieren - gleiche Faktoren kiirzen.

y=x>—6x+2
y=2>—6x+3>-3242
y=(z—3)%-32+2
y=(x—3)2%-94+2
y=(x—3)?>-7

Minimaler Termwert = —7 fiir x = 3

y=2x2+8x+2
y=2(*+4z +1)

y=2*+4c+2>-2>+1)

y=2[(z+2)%-4+1]
y=2[(z+2)? -3
y:2(x+2)2—6

(

y = 2[(x +2)% — 2% + 1]
[
[

Minimaler Termwert = —6 fiir x = —2

y=—4z® + 8z +4
y=—4(m2—2x)+4

y=—4(z> - 20 +12-1%)+4

(
y=—4[(z —1)2 - 1] + 4
y=—4[(x —1)> - 1] +4
y=—-4(z—-1)2+4+4
y=—4(x—1)2+8

Maximaler Termwert = 8 fiir x =1

2 p=r\{0}
2
—  D=R\{3}
£5 D =R\ {0;3}
1’(%—3) ’
P z2—9=0 D=R\{-3;3}

t+3  (z+3)-2z 22 +6z
z—4 (x—4)-2x 222-—8x

1202 +4 4Bz +1)

23z +1)

422 — 2z~ 2z(2z —1)

2z — 1
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Addition und Subtraktion gleichnamiger Bruchterme
Zéhler addieren bzw. subtrahieren. 2 i 4 244 6 _ 2
a(z) | b(x) _ a(z) + b(z) 31:5 3z 3390 53w 336
c(z)  c(z) c(x) = - -
Tx—2 Tr—2 Tx—
a(r) b(z) a(z)—b(x)
cz) cl@) )
Addition und Subtraktion ungleichnamiger Bruchterme
Briiche durch Erweitern gleichnamig machen. 2 - 3 2 (x+4) i 3-50  2-(x+4)+3-5z
a(z) c(z) a(z) - d(x) c(x)-b(x) | 5z w+4 _Sa(zt4)  bu(z+4)  Sa(z+4)
b(z) d(z) b(x) - d(x) b(x) - d(x) 2 i Nk
a(z) - d(z) + c(z) - b(z) S5x(xz + 4) S5x(x + 4)
b(x) - d(x)
a(r) cx) a(@)-dx) clx)-bx) alz)—bx)
bx) d(z)  b(x)-d(z) bz)-dx)  blz)- d(z)
Multiplikation von Bruchtermen
Zahler mal Zahler und Nenner mal Nenner. 3z 5 _ 3x-5 15z
a(z) c(x) _alz)-c(z) 2+4 6z (x+4)-6z 6z (z+4)
b(z) d(x)  b(z)-d(z)
Division von Bruchtermen
Mit dem Kehrwert des Bruchterms multiplizieren. 3.5 _3 6z _3-6z 18z 9
Bruchterm durch Bruchterm: g gas - 6 R 44“3 65 meZ =
alr) cn) " ala) d@) - alx)-d() i D gy 0 _doibo_ 2
b(x) d@)  ble) cla)  b(a)-cla) , & 88
Bruch durch Term 4z o = 4z 5z 4z -5z 2022
a(z 3
M) _ale) o0 o) L _ o) L _3 5 __3 6x_360_ 18 _ 09
G(JL‘) b(m) - b(a:) 6’(56) - b($) 6(.13) 6% 4x  6x 4x 5 4x -5 20z 10
Term durch Bruchterm
e(r) () : clx) e(x) dx) e(x)-dx)
c(z) " d(x) 1 e(x) c(x)
d(x)
Doppelbruch
a(x)
b(z) a(z) c(x) a(z) dx) a(z)-dx)
c(z)  b(z) d(x)  bx) c(z)  bz)-c(v)
(z)
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1.2.7 Polynomdivision

Die Polynomdivision funktioniert #hnlinch wie die schriftli- 323 — 102 + 7z — 12

che Division. z—3
tvision e hochste Potenz des Zahlers durch

e Voraussetzung: Zahlergrad = Nennergrad die hochste Potenz des Nenners teilen
e hochste Potenz des Zéahlers durch die héchste Potenz des % = 322
(3z% —102® +7x —12 ):(z —3) = 32>

Nenners teilen g
e Nenner mit dem Ergebnis multiplizieren und abziehen

e Nenner mit dem Ergebnis multiplizieren und abziehen (z — 3)32% = 32° — 922
e hichste Potenz des Restpolynom durch die héchste Potenz (391033 —109202 +7r —12 ):(z—3) =327
des Nenners teilen =l _9$2)
=48 +7x —12
usw. e hochste Potenz des Restpolynom
o Wiederholen bis Zahlergrad < Nennergrad durch die hochste Potenz des Nenners teilen
_;2 = —x
USWw...
3z —10z> +7x —12 ):(zx—3)=32>—2+4
—(32®  —92?)
-z 47z —12
—(—z? +3z)
4x —12
—(4z —12)
0
ePolynomdivision mit Rest
(x? —5x =27 ):(w+3)=x—8+z;+33
—(2*  +3x)
—8x —27
—(—8x —24)
—3
ePolynomdivision mit fehlenden Potenzen beim Zahler
(«® +8 ):i(z—2)=a22+22+4
—(2® —22%)
217 +8
—(22° —4z)
4x +8
—(4x -8)
16

Interaktive Inhalte:

hier klicken
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Gleichungen

1.3 Gleichungen
1.3.1 Grundlagen

Definition

Termwert der linken Seite T} () ist gleich dem Termwert der
rechten Seite Th(z).

T1 (l‘) = T2 (J?)

Grundmenge G - Definitionsmenge D - Losungsmenge L

e Die Grundmenge G ist die Zahlenmenge, die man fiir die
Variable einsetzen mochte.

e Die Definitionsmenge D ist die Zahlenmenge, die man fiir
die Variable einsetzen kann. Aus der Grundmenge werden
jene Elemente ausgeschlossen, fiir die die Gleichung nicht
definiert ist.

Bei Gleichungen mit

- Briichen, muss der Nenner ungleich Null sein.

- Wurzeln, muss der Radikand gréfier gleich Null sein.

- Logarithmen, muss der Numerus grofier als Null sein.

e Die Losungsmenge L sind die Zahlen, die beim Einsetzen
in die Gleichung eine wahre Aussage ergeben und in der De-
finitionsmenge enthalten sind.

e Gibt es keine Losung der Gleichung oder ist die Losung
nicht in der Definitionsmenge enthalten, so ist die Losungs-

menge die leere Menge L = {}.

Tl(ZIJ) = TQ(.’L’)

T>(z) = bz

2-(x+3) =5z
2x + 6 = 5z
B=2

—5x-4=6 a=-2

—5-(=2)—4=6
6 = 6 wahre Aussage
G=N D=N -2¢D L={}
G=0Q D=Q —-2¢eD L={-2}
G=R D=R —2eD L ={-2}
2 3
z4+4 -1 v=-l
2 3

— == wahre Aussage

Die Nullstellen des Nenners miissen aus dem Definitionsbereich
ausgeschlossen werden.
r—1=0 r=1
r+4=0 r=—4
G=R D=R\{-4;1}

Vve—T=4
V23 —-T=4
4=4 wahre Aussage

Der Radikand muss gréfler gleich Null sein.
r—T72>0 x>
G=R D= [7;00[

—14eD L={-14}

r =23

23eD  L={23}

log, (—z+2)=3 x=—6
logz(—(—6) +2) =3

3=3 ( wahre Aussage)

Der Numerus muss grofler als Null sein.
—x+2>0 r < =2
G=R D =] — oo; 2|

—6eD L={-6}
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Aquivalenzumformung
Durch eine Aquivalenzumformung dndert sich die Losungs- Vertauschen der beiden Seiten
. . . —-2=8 8=z -2
Gleich ht. r
Ilr.lenge emer Lrfeichung nic Addition des gleichen Terms auf beiden Seiten
Aquivalenzumformungen von Gleichungen: z—2=8 /42
e Vertauschen der beiden Seiten xT—2+2=8+2
o . . . z =10
e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten
e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten 3z —2=2x+3 / — 2z
e Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf 3r—2x —2=2r—2x+3
. . z—2=3
beiden Seiten Multiplikation mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
e Division mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf beiden 2 _; /(z—3)
Seiten %;_( 5’ ~3)
Quadrieren (Potenzieren mit einem geraden Exponenten) -3 5:(@=3)
ist keine Aquivalenzumd Der berechnete Wert 2=5(z3)
15t keine Aquivalenzuimlormung. Der berechnete Wert, 1muss Division durch den gleichen Term auf beiden Seiten
durch das Einsetzen in die Ursprungsgleichung tiberpriift 4r =8 /4
4z _ 8
werden. a4 T
B = 2
Quadrieren
Vi=-4 D=R{|/z=4 D=R}
VE = (—4)? VI =42
r =16 =16
Vv =—-4 V=4
V16 £ —4 V16 =4
L={} L = {16}
1.3.2 Methoden
A A V
4 + 4 */
.l A1
= -2 x|= =3
-< | ra) | . -< | | | >
T A% T T T U T T
-4 - 2 -4 =2 2 4
N L _9 1
—4 + —4 4+ g(@)=3z+3
551:2: %.’1;-5—3 v f(z) = %3?2—%38—3 551:2: %:1;-4—3 v f(x)zéafz
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Graphische Methoden

e Schnittpunkt der Funktion mit der x-Achse:
- Gleichung nach Null auflésen
- Gleichung als Funktion schreiben

- Graph der Funktion zeichnen

(Nullstellen) ablesen

e Schnittpunkt zwischen 2 Funktionen:

- Graphen der Funktionen zeichnen

Graphen ablesen

- Losung der Gleichung: Schnittpunkte mit der x-Achse

- linken und rechten Term als Funktionen schreiben

- Losung der Gleichung: x-Wert der Schnittpunkte der

Numerische Methoden

- Gleichung nach Null auflésen
- Gleichung als Funktionsterm f(x) schreiben
- Nullstellen von f(x) berechnen

o Newtonverfahren
Tn

Tn+1 = Tn —

f'(wn)
- Funktion ableiten: f/(x)
- Startwert xy wahlen

- Funktionswerte f(z¢) und f’(z)berechnen

o = 2y — L E0)

f'(@o)
—x1 einsetzen und 2. Ndherung berechnen:
oy — 11 f(z1)

f'(@1)

e Intervallhalbierung

-unterschiedliche Vorzeichen von f(a) und f(b)
- Nullstelle liegt im Intervall [a; b]

- Mitte zwischen a und b ermitteln:

my = aJZrb

- Mitte zwischen a und b ermitteln:

my = aJQrb

Uusw.

- Werte einsetzen und 1. Naherung z; berechnen:

- sind die Vorzeichen von f(m1) und f(a) gleich, wird a = my

- sind die Vorzeichen von f(m;) und f(b) gleich, wird b = m;

- sind die Vorzeichen von f(ms) und f(a) gleich, wird a = mo

- sind die Vorzeichen von f(mg) und f(b) gleich, wird b = msq

Gleichung: %mz = %x +3

Gleichung nach Null auflésen

%mQ — %m -3=0

Gleichung als Funktion schreiben
fl@)=3%2>—22-3

Graphen der Funktionen zeichnen

Losung der Gleichung: Schnittpunkte mit der x-Achse

1’1:3 1132:—2

Gleichung: %mg = %w +3

linken und rechten Term als Funktionen schreiben:
f(z) = a*

g(z) =32 +3

Graphen der Funktionen zeichnen
Losung der Gleichung: Schnittpunkte der Funktionen
r1 = 3 XTo = —2

Newtonverfahren Intervallhalbierung
ir°=1z+3 10’ =1x+3
Funktion Funktion
f(z)=32"—32-3 f(z)=32"—32-3
Funktion ableiten: Nullstelle im Intervall[1; 4]
ff@)y=2z-1 a=1 b=4
_ f(zn) fA)=-3 f4)=1
Tnt+1l = Tn f/(-Tn) mi = 12i4 =25
Startwert: zo = 4 f(2,5) = —2,625
f(4)=3 a=mi =25
f'(4) =33 Nullstelle im Intervall[2, 5; 4]
) my = 25+ — 3 25
xr1 = 4 2
f/(4) £(3,25) = 0, 65625
=d- b=mg = 3,25
33 Nullstelle im Intervall[2, 5; 3, 25]
1 = 3%
Ton g,
f'3%) =24 )
31
()
f'(37)
18
1 49
x9 =32 — 22
7 2%
T2 =
£(3) = 0,00966
f3)=25
f(3)
=3—
R C)
o g 0,00966
8 2,5
T3 = 3
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Algebraische Methoden
e Lineare Gleichungen: Lineare Gleichung
ar+b=cxr+d 20 +4=62+7 /—6z
) ) . —dz+4=7 /-4
Loésung durch Auflésen nach der Variablen. Ay — 3 /: (—4)
e Potenzgleichung: z=-3
2 2 —C —c
av® +c v a T1/2 Vo a Potenzgleichung:
—b 2_16=0 /+16
3 _ _ 30 €T +
ax®+b=0 T = " 2% — 16
Auflésen nach der Variablen und die Wurzel ziehen. r = +v16
e Faktorisieren T =4 T2 = —4
Jeder Summenterm enthélt die Variable mit unterschiedli- Faktorisieren:
chen Potenzen. x> — 162 =0
2 _
ar® +bx =0 z(ax+0)=0 x(x 716)_.0 ) )
3 9 Ein Produkt ist dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.
ar’ +bxr =0 z(azx® +b) =0 21=0 V 22-16=0
az® +bz* =0  2%(ax+b)=0 > —16=0
To = 4 xr3 = —4

Losung der Gleichung durch Auflésen nach Null und fakto-
risieren des Terms. Ein Produkt ist dann Null, wenn einer
der Faktoren Null ist.

e Quadratische Gleichung;:

ar’? +br+c=0

Loésung mit Losungsformel fiir quadratischen Gleichungen

—b+tvVb2—4-a-c

e Kubische Gle%c'h%mg mit Konstante:
axd + b2’ +d=0
ax®+cxr+d=0
ax® + bz’ +cxr+d=0

Losung durch Polynomdivision.

e Biquadratische Gleichung: az* + bz? + ¢ =0
Losung durch Substitution.

Ty =

e Terme und deren Umkehrung:

x| xw
9 a” | log,(z) sin(z) | arcsin(a)
x +/x
R e | In(x) cos(z) | arccos(a)
x| x5 =
10 | log x)  tan(x) | arctan(a)

Tw | xw
Losung durch Auflésen nach dem Term und Anwendung

von deren Umkehrung.

Quadratische Gleichung:
%xz = %x +3
Gleichung nach Null auflsen:

1.2 1 _
5T 52—3=0

%
a5 =4 59

T1/2 = T

2.3
Ir1 = 3 T2 = —2
Umkehrung:
2" =8 z = log,(8) r=3
log,(z) =3 z=2° xr=8

e3*t4) = 3 /1n
3z +4=1In(3) /—4 /:3
xz = —0,967
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1.3.3 Lineare Gleichung
e Klammern auflésen 2iz+5=4(z—2) -2z +12
e Terme zusammenfassen Klammern aufiGsen:
L . ) 2lz+5=4r-8-2z+12
e Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf Terme zusammenfassen:
die eine Seite und alle Terme ohne Variable auf die andere 2ix+5=2x+4
Seite Aquivalenzumformung:
2lz+5=2x+14 /=5 / — 2z
o durch die Zahl vor der Variablen dividieren 2l _9r=4_5
2
durch die Zahl vor der Variablen dividieren:
3T =t 2
T =
2
T=-2
a-x=Db
a-r=>0 /:a 5.2 =45 /5 —2-x2=-6  /:(=2)
b _ 40 e 0
a r=29 @B=3
x+a=Db
z+a=5b /—a z+2=5 /=2 zxz4+5=-T /=5
s z=5—2 m==71=5
r=0—a z=3 x=—12
a-x+b=c
a-z+b=c /_b 5-x—4=6 /+4 —2.24+4=-6 /—4
5.2=10 /:5 —2.z=-10 /:(=2)
a-x=c—b /:a 10 10
c—b == z=—3
= a T =2 r=2>5
x
gy
a
x
- = b / -a .
a ) 5= 5 /-2
reoa =52
rz =10
x
s=-7 /-5
x=-T-5
x=—-35
a—x=Db
a—1=5b /—a 2—z=5 /—2 xz—-5=-T /+5
—r=5—-2 T=-7+5
r=a—> r=-3
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x—a=Db
r—a=»b /+a z—2=5 /+2 x-5=-7
_ r=5+2 r=—-7+5
r=b+a e P
ax+b=cx+d
axr+b=cx+d / —cx 2m+4:6x+7/ / — 6z
—dr+4=7 —4
ar—cr+b=d /=0 g /(g
(a—c)x=d-b /i (a—c) x=-2
a—c#
v ==

Interaktive Inhalte:
’ a-r+b=c H a-x+b=c-x+d H a-r+b=0 H a-xr=d

1.3.4 Quadratische Gleichung

Umformen: ax? +c=0

ar?+c=0 /—c —gazZ—l—%l:O /_Qé
ar’=—-c /:a —37 _—1_6 /: (_5)
. e B
Ty = 4/ 2E 2
Diskriminante: r=1,/%
D= =¢ T =1 T2 =—1
a
D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen
D < 0 keine Loésung
Faktorisieren: ax? + bx =0
ax? +bx =0 —(2952—8:13):0 xz_ggTo
z(—2x—-8) =0 z(x—1) =
z(ax +b) =0 , 2 =0 -
1 =0 Vv Tg = — —2z—-8=0 /+8
a —2r = /:(=2) =1 =
— 8 xr =
v -2 $2—1
$2=—4

Losungsformel (Mitternachtsformel): ax? +bx +c =0

/+5
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ar?+br+c=0
—b+tVb2—4-a-c

2-a

T1/2 =
Diskriminante:
D=b—-4-a-c

D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Losung

p-q Formel: x2 + px+q =0

> +pr+q=0

D p\?
ne= ()

Diskriminante:
2
D=(%)" ~q
D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Losung

Satz von Vieta: x2 +px+q=0

22+ pr+q=0

x1,x9 sind die Losungen der Gleichung
(x—x1) - (x—22)=0

=2y x—x-x+x-T2=0

22— (v +w)r+ 1120 =0

Ty +x2=—Dp

Ty1-T2 =4(q

Interaktive Inhalte:
ar?+br+c=0

224+32x-10=0

—3+./32-4-1-(-10)

T1/2 =

2.1

-3+ 49
na= Ty

—3£7
T1/2 = 2

—3+7 —3-7
xr1 = 2 Xro = 2
:L‘1:2 x2:—5

224+3z—-10=0

3 3\?
291/2:—51 (5) —(-10)

1 [ .1

1 1
331/2 = —15 :l:3§
1’1:2 932:—5

z2+32x-10=0
p=3 q=-10

x1+xo = —3
1’1-$2:10
2—-5=-3
2-(-—5)=—10
1’1:2 1132:—5

(x—=2)-(z+5)=0
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1.3.5 Kubische Gleichungen

Umformen: ax® +b =0

ax®+b=0

Faktorisieren: ax® + bx =0

az®+br =0
z(az? +b) =0
1 =0 V

(ax®+b) =0

Faktorisieren: ax® + bx?2 =0

az® + b2 =0
z?*(ax +b) =0

210 =0 % (ax+b)=0

—24
3 PR
T3

= -8
r=—

323 4+24=0

33 +24=0 /—-24
32 =-24  /:(=3)
3 2
=3
r =8

B=2

—923 + 252 =0

(=922 +25) =0

=z1=0 V —922+4+25=0
922 4+25=0 /—25

131
v=—2%
_64
1’37—2
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Polynomdivision

ard+bz2+d=0
ar®+cx+d=0

ar® +br’> +cx+d=0
e Die ganzzahligen Faktoren von d in die Funktion einsetzen.

Wird bei einem Faktor der Funktionswert Null, hat man eine
Nullstelle zg gefunden.

e Wenn z ein Nullstelle von f(x) ist, so ist f(x) durch (x—1x)
ohne Rest teilbar.

e Mit dem Linearfaktor (z — xg) wird die Polynomdivision
durchgefiihren.

(ax® +bx? +cx+d): (x —x9) = fa? +dx +e

f(x) = (az® + b2® + cx +d) = (x — x0) - (f2? + dx + €)

Interaktive Inhalte:
hier klicken

1.3.6 Gleichungen héheren Grades

Gerader Exponent: ax™ +c =0

ar+c=0 /—c
/:a

=c
a

ax™

= —c
331/2 =47
Diskriminante:

D ===

D = 0 eine Losung

D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Losung

22 4+322—-4=0

22+ 322 —4=0
d =4 Ganzzahlige Faktoren: 4+ 1,+2,+4

(1) =0
Nullstelle gefunden: z1 =1
(z® 4322 —4 )i(z—1)=z>+4x+4
—($3 _1:2)
4x? —4
— (42  —4x)
4z —4
—(dx  —4)
0
122 + 42 +4=0
. _ —4+42-4-1-4
28 = 2.1
. —44++/0
2/3 = —(F
R
T2/3 = 2
vy — —4+0 o — —4 -0
2T P
T2 -2 Tr3 = —2
-2z +162=0 /- 162
—22* =162  /:(-2)
L —162
T =2
xr = +v/81
o =3 o = —3
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Ungerader Exponent: ax™ +¢c =0

ax™+b=0
ar™+b=0 /—b

Biquadratische Gleichung (Substitution)

ax* + b2’ 4+¢c=0
Substitution: u = x2 u? =2t
Quadratische Gleichung: au? +bu +c¢ =0
Losungen: wuq Uy

2 _ 2

Resubstitution: x Uy T2 = Us

Interaktive Inhalte:
hier klicken

1.3.7 Bruchgleichung

Uberkreuzmultiplikation

e Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich
ausschlieflen.

eDas Produkt aus dem Zahler des linken Bruchs und dem
Nenner des rechten Bruchs ist gleich dem Produkt aus
dem Nenner des linken Bruchs und dem Zéihler des rechten
Bruchs.

e Gleichung 16sen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

a d
br+c er+ f a-(extf)=d-(bztc)

52°+320=0 /—320
503 =-320 /:5

2
a_ 32
= —v64
r=—4

z* — 1022 +9=0
u:m2 u2=x4

1u? —10u+9=0

+10+4/(~10)> —4-1-9

U2 =

2.1
+10 £ /64
U2 = ——(F
10i%
Uy/2 = 9
10+ 8 10 -8
uy = Ug =
2
U1:9 UQ:1
z2=9
z = +/9
$1:3 322:—3
22=1
x=+v1
33321 3242—1
2 3
z+4 x-—1
Definitionsbereich: D=R\{-4;1}

Uberkreuzmultiplikation: 2+ (z — 1) = 3 - (z +4)

2x —2=3x + 12
r=—14
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Mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren

e Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich
ausschlieflen.

e Gleichung mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren.

e Gleichung losen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

1.3.8 Exponentialgleichungen

b* =a

eb*=a a>0

b¥*=a /log, ...

log,, (b") = log, (a)

Logarithmengesetz: logyb” = xlog, b = x
v = log, (a)

ee*=a a>0

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)

e =a a>0

e*=a /In...

In(e®) =1n(a)

Logarithmengesetz: Ine” = xlne =«

z =1n(a)
e¢l0*=a a>0
Basis: 10

10" =a a>0
10" =a /lg...

Ig (10%) =lg(a)
Logarithmengesetz: [g10¥ = x1gl10 =z
z =lg(a)

2 _ 1
5¢  x+3

Definitionsbereich: D=R\{-3;0}

Hauptnenner:5x(x+3)
2-5x(x+3) 1-5z(x+3)

Sz (z+3)
2-(x+3)=>5x
2z 46 = bz
z=2
2" =8
© = log, (8)
z=3
e’ =4
xz =In(4)
x=1,39
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a-blextd) L f_ 0

a- b(cx+d) + f =0

a-bleetd 4 f=0 /- Ff

a-bleztd) — _f /:a

pleztd) = =L /log, (...)

%f >0=

log;, (b(“*d)) = log, (%)
Logarithmengesetz: logyb™ = nlog, b =n
(cz + d) log, (b) = log, (%f)
cx+d:10gb<%f) /—d /:c

logb(%f)—d
(&

[ < 0= keine Losung

Interaktive Inhalte:

’bx:a He“":a "ab(“*d)Jrf:O Hae(mrd)Jrf:()

1.3.9 Logarithmusgleichungen

logpx=a

elogpx=a /b

= b*
elgx=a /10
r = 10¢

elnx=a /e

T =e®

alogy (ex+d)+f=0

alog, (cx+d)+ f=0
alogy (cx+d)+ f=0 /= f
alog, (cx +d) = —f /:a

log,, (cx +d) _Tf /b
pllog, (ca+d)) — p(=L)
(=)
cx+d=>bl" /—d /:c
p(ZH) _ g
r=-—
c

Interaktive Inhalte:

—2.20719) 1 4 =0
—9.9(2z+3) +4=0
—2.2@s43) — _4 /. 9
2(2=+3) — 9 / log,

2z + 3 = log, (2) /-3 /:2
z=-1

Basis: e = 2, 718..(eulersche Zahl)
2.eB2H) _6=0

2.eB5tY _6=0 /46
2.eG2t) — 46 /:2

e+ — 3 /1n

/—4

3z +4=1In(3) /—4 /:3
x = —0,967

logox = 3

z=2®

z=28

In(z) =1,39

iz — e(1:39)

x=4

2-logs(4x +5)—4=10

2-logs(4x+5)—4=0 /+4

2-logs(4z +5) = +4 /:2

log (42 +5) =2 /3"

dr+5=3> /-5 /:4
3*-5

an =

Basis: i = 2, 718..(eulersche Zahl)

log, z =1Inz 4-In(bz+7)+8=0

4-In(z+T7)+8=0 /-8

4-In(bz+7)=-8 /:4

In(5z +7)=-2 /e

S5p+7=e? /-7 /:5
I

5
x=-—1,37

’logbx:a H In(x)=a H alog, (cx+d)+ f=0 H aln(cx +d)+ f=0 ‘
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1.3.10 Trigonometrische Gleichungen

Grundlagen trigonometrische Gleichungen

e Losung der Gleichungen:
sin(e) =a cos(a) =a tan(a)=a

e Der Arkussinus (Arcuscosinus,Arkustangens) des Be-
trags von a ist die Losung im 1. Quadranten.
GradmaB(DEG):

o = arcsin(|a|) = sin™*(|a|)

o' = arccos(|a|) = cos71(|a|)

o' = arctan(|a|) = tan~(|a|)

Bogenmaf(RAD):

x’ = arcsin(|a|) = sin™'(|al)

a' = arccos(|a|) = cos™1(|al)

2’ = arctan(|a|) = tan=!(|al)

e Je nach Vorzeichen von a die Quadranten wéhlen.

sina | cosa | tana
I. Quadrant + + +
II. Quadrant + - -
III. Quadrant - - +
IV. Quadrant - + -

e Umrechnen des Winkels in die Quadranten.

DEG RAD

I. Quadrant Q@ X
II. Quadrant | 180° -« | m—=x
III. Quadrant | 180°+« | 7+ =
IV. Quadrant | 360° —« | 27 —

e Der Sinus und Kosinus sind periodisch mit der Peri-
ode 27(360°).

D=R keZ

L = {a+k - 360°} (DEG)

L = {z+k - 27}(RAD)

- Der Tangens ist periodisch mit der Periode w(180°).
D=R keZ

L = {a+k - 180°} (DEG)

L = {az+k-7}(RAD)

Winkel in GadmaB:ae k € Z

sina = —%

—% < 0 = Losung im III Quadrant und IV Quadrant
o =sin (] — 3|) =30°

IIT Quadrant: a; = 180° + 30° = 210°

D=R L ={210°+k-360°}

IV Quadrant: as = 360° — 30° = 330°

D=R L ={330°+k-360°}

D = [0;360°] L = {210°;330°}

Winkel in Bogenmafi:x &k € Z

sinx = —%

T LA
z=sin""(—3)
a' =sin"'(| — 3|) = 0,524

III Quadrant: x1 = 7+ 0,524 = 3,67
D=R L={3,67+k- 27}

IV Quadrant: x2 = 27w — 0,524 = 5,76
D=R L={576+k- 27}
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] Sinus durch Kosinus = Tangens

asin(z) = bcos(z) /:a/ : cos(x) 8sin(z) = 4 cos(z) / 8/ : cos(z)
i) _ 2 i = ¢
cos(x) ab tan(a:) _ %
tan(x) = 2 z = arctan(3)
x = arctan(?) xz=9,463(RAD)  a= 26,56 (DEG)
Interaktive Inhalte:
’ sinae=a sinz=a H coOS@=a CoST=a H tana =a tanz =a ‘
1.3.11 Betragsgleichung
lax + b| =c¢ |2z +3| =7
=3
e Aufspalten der Betrige in einzelne Intervalle. |2z + 3| = { (2(362+i)3) = 2,
—(2z r < -
- Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags o 1. Losung firr o > 52 2
positiv ist. aa:—&—szfiirxz’Tb 20 +3=17
- Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags 2z +23 =7 /=3 [:2
€r =
negativ ist und dafiir zusdtzlich ein Minuszeichen vor den 1. Losung ist die Schnittmenge aus = > 5 Az = 2
Term geschrieben wird.  az +b < 0 fiir z < =2 1. Lésung « = 2 ,
_ e 2. Losung fir z < ==
ar +b x> =t 2
lax + b| = ( ) - -2z +3)="17
—(ar +b) =< 2 2x+3=-7 /-3 /:2
e 1. Lésung fiir ¢ > =2 r=-5
Lh= 2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANz =—5
ar = 2. Losung © = —5
ax+b=c /—=b /:a Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung
r = c=b r=2 V z=-5
a
e 1. Losung ist die Schnittmenge aus x > _Tb ANx = c;b I2¢ 43| = -7
. .. -b _3
. S — > ==
e 2. Losung fiir < |2z+3|:{ (2x2+3)3 22>
—(ax+b)=c /:(-1) .—(a:+73) z< 2
e 1. Losung fir z > 5
ar+b=—c 2e+3=-7
ar+b=—-c /—=b /:a 204+3=-7 /=3 /:2
o= =c=b z=-5
a 1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %3 ANz =—5
e 2. Losung ist die Schnittmenge aus x > %b ANz = _Ca_b 1. Losung ist leere Menge
o Gesamtlosung ensteht aus der Vereinigungsmenge von 1. o 2. Losung fir z < 3
Loésung und 2. Losun ~(2e48) = =7
& : & 2w+3=+7 /=3 [:2
B=2

2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANp=2
2. Losung ist leere Menge
Gesamtlosung ist leere Menge
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Algebra Ungleichungen

1.4 Ungleichungen
1.4.1 Grundlagen

Ungleichheitszeichen
z < b | kleiner als weniger als B> =3
x > b | grofler als mehr als -t
x < b | kleiner oder gleich | hochstens —5-4-3-2-1 12345 67
x >0b | grofler oder gleich | mindestens z<5
—l L L L L L L L [ | | [
Iy I I I I I I I I I o T [
—5-—-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
Intervalle in der Mengenschreibweise
offenes Intervall |-3;5]={z e R| -3 <z <5}
Intervall Mengenschreibweise a1
o < (NN T T T T T L | T >
a<z<b|]ab={r eRla <z <b} 5 _4-3_9_1 1 23 405 6 7
v<b  |loob[={zc Rz <b} —3¢]-35] 5el-35 —lel-%5  6¢]-33

r>a la; oo = {z € Rlz > a}

]—00;5] = {z € Rz < 5}
halboffenes Intervall

Intervall | Mengenschreibweise <t —t—t—t—t—ttt]———
a<z<b|la;b={xreRla<z<b} =0 =5 A L2 s 0
—123 € |—o0; 5] 5 € ]—o0; 5] 6 ¢ ]—o0; 5|

a<z<b| [a;b]={xr eRla<z<b}
x<b |—00;b] = {z € Rjx < b}
[a;00[ = {z € R|z > a}

T >a

abgeschlossenes Intervall

Intervall Mengenschreibweise
a<z<b| [a;b] ={x eRla<z<b}
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Schnittmenge N - und zugleich A

a<b G=R x>-2Ax>3=x>3 ]|-2;00[N]3;00[=]3;00]
Intervall Mengen
r>alhNz>b | x>0b Ja; co[ N ]b; oo 1b; oo —
r—-
r<aNhz<b|z<a |—o0;alN]—o0;b[ | ]—o0;al ; = >
< | | | | | | | | | | L
r>aANz<b|a<z<b | ]a;oo[N]—oo;b] Ja; b] I L L B L R L B
—-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
z<aAhz>b | {} |—o0; a[ N ]b; 00] {}
< 2ANzx<3=x< -2 |-o00;—2[N]-00;3[=]—00; 2|
e r
= L
< | | | | | | | | | | L
D e e L B L L L
—-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
z>-2Ax<3=-2<x<3 ]-200[N]-00;3[=]-2;3]
- 1 L
< | | * | | | | | | | | lt
D e e e L B L L L
—-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
< —=2ANz>3={} J—oo0;—2[N]3;00]={}
- | [ T T T R R R N
o T T T T T T T T T T T T
—-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
Vereinigungsmenge U - oder auch Vv
a<b G=R x>-2Vzx>3=z>-2 |-2;00[U]3;00]=]-2;00[
Intervall Mengen
x>aVe>b| z>a | |a;oo[U]b;o0] Ja; oof | ] >
r<aVe<b|z<b | ]-ooja[U]—o0;b] | |—o0;b] ; >
-1 | Loy
z>aVz<b | zeR | Ja;oo[U]—o0;b] R Tt
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
r<aVaz>b |—o0; al U b; oof R\ [a; b]
r<—2Vez<3=x<3 |-o0;—2[U]—00;3[=]—00;3|

| | | | | |

T T T T T T
—5—4-3-2-1 1 2 3 4 5 6
z>-2Vex<3=z€R ]|-2;00[U]-00;3[=R
< r -
- 1 L >
- | | 'F | | | | | | | | l’\
h T T T T T T T T T T T L
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
r<—=2Vzx>3 |-o0;—2[U]3;00]
- | | | | | | | | | | |y
h T T T T T T T T T T T L
—-5—-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7
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Ungleichungen

1.4.2 Aquivalenzumformung

Durch eine Aquivalenzumformung &ndert sich die Lésungs-
menge einer Ungleichung nicht.

Aquivalenzumformungen von Ungleichungen

e Vertauschen der beiden Seiten = Umdrehen des Un-
gleichheitszeichens

e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten

e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten

e Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf
beiden Seiten

Multiplikation mit einer negativen Zahl = Umdrehen des
Ungleichheitszeichens

e Division durch mit dem gleichen Term (ungleich Null)
auf beiden Seiten

Division mit einer negativen Zahl = Umdrehen des Un-

gleichheitszeichens

1.4.3 Lineare Ungleichung

A

gl:y:%x-‘,—l
4a%

0 fir z > —2

AN

Vertauschen der beiden Seiten

r—2>8 8<xr — 2

Addition des gleichen Terms auf beiden Seiten
x—2>8 /+2

x—24+2>8+4+2

x> 10

Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten
3x—2<2x+3 / —2x
3x—2x—2<2x—2x+3

r—2<3

Multiplikation mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
5 <-4 /-2 5 <4 - (—2)

2.9 4D | B DA

T < =8 >8

Division durch mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
2z > —4 /2| %5 >—4 /1 (=2)
5:2>-4-2 = (E2)<8 44 (=2)

> -8 <8

\
A
D

|
T

o= A
+\
-

A

o

=
Il N}
8

A P
=

\]

2 4 -4 -2 2
—x +2<0 firz
-2 1+ -2 +
4 4 4 4
Y Y
— + + —
—.——— ] >
-4 =2 2 4 -4 =2 2 4
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Ungleichungen

Algebraische Losung

ax+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

o Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf
die linke Seite und alle Terme ohne Variable auf die rechte
Seite.

e durch die Zahl vor der Variablen dividieren

Division oder Multiplikation mit einer negativen Zahl =

Umdrehen des Ungleichheitszeichens

Graphische Losung

ar+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite
e Term als Funktion schreiben

o Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse y > 0

e Graph ist unterhalb der x-Achse y < 0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen

2lz+5<4(z—2) -2z +12
Klammern auflésen
2ir+5<4r—-8-2x+12
Terme zusammenfassen

2z 4+5<2x+4
Aquivalenzumformung;:
2ix+5<2rx+4 /-5
21z —20<4-5

durch die Zahl vor der Variablen dividieren

tr<—1 /i1

/ — 2z

r < —

1
2

<=2 z €] — 00;2[

—z+2>0

—24+2=0 /-2

—x>-2 /:(-1)

r<2 x €] — 00; 2]

2124+ 5<4(z—2)— 2z + 12
Klammern auflésen
2%x+5§4x—8—2x+12
Terme zusammenfassen

252 +5<2x+4
Aquivalenzumformung

2iz+5<224+4 /-5 /-2
%az-i—l <0

y<0

Term als Funktion schreiben

g1:Yy = %m—i—l

Nullstelle berechnen
%m +1=0 /=1
==l /:
B = =2

Graph zeichnen g;

y<0 der Graph ist unterhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen

x< -2 z €] — 00; —2]

D=

—z+2>0

Term als Funktion schreiben
g2:y=—x+2 y>0

Nullstelle berechnen

—z+2=0 /=2

—z=-2 /:(=1)

T =2

Graph zeichnen g2

y>0 der Graph ist oberhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen
x <2 €] — 003 2]
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Algebra Ungleichungen
Vorzeichentabelle
ar+b>0 (>, <, <,>) 1x+1<0
o Klammern auflésen y <0 — negative Funktionswerte
Term als Funktion schreiben
° Terme zusammenfassen giy=3iz+1
e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite Nullstelle berechnen
1 — —
e Term als Funktion schreiben 27 +L I 0 / / 1 !
T = — o 4
e Nullstelle berechnen ; - 9 ?

e Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer linearen Funktion kann sich nur an den
Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner bzw. gro-
Ber als die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen des Funkti-
onswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

T < 1 <z

Y + 0 -
ar+b>0 ar+b<0

x < 1 <x

Y — 0 +
axr+b<0 ar+b>0

Wert kleiner als die Nullstelle wéhlen: = —4
gl:y= % -(=4)+1=—1 Minuszeichen eintragen
Wert grofler als die Nullstelle wéhlen: z =0
gl:y=1%-(0)+1=+1 Pluszeichen eintragen

Vorzeichentabelle:

T < —2 <z
Y = 0 +
3z+1<0 3z+1>0

Losung der Ungleichung:%x +1<0
< -2 z €] — 00; —2]

—xz+2>0

y >0 +positive Funktionswerte

Term als Funktion schreiben

g2y =—x+2

Nullstelle berechnen

—+2=0 /=2

—xr=-2 /:(=1)

B=2

Wert kleiner als die Nullstelle wahlen: x =0
g2:y=—-0+4+1=+1 Pluszeichen eintragen
Wert grofer als die Nullstelle wahlen: z = 2
g2:y=—2+1=—1 Minuszeichen eintragen

Vorzeichentabelle:
T < 2 <z
Y I 0 -
—x+2>0 <2 —z4+2<0 z>2

Losung der Ungleichung: —z +2 > 0
z <2 z €] — 00;2[
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Ungleichungen

1.4.4 Quadratische Ungleichung

A
+3

fa(z) = «?

sk +3 <0 firz ) 3

3>0fir—2<z<3 fa(z) = —= _é
Il Il > - Il >
} —> >
2 4 —4
i < —2

4 4 4 4
%:vz—%r—3<0fﬁr—2<r<3
Y Y
- — - - -
- L L L L L L. - L L L L L .
T T T T T T T T T T
-4 =2 2 4 -4 =2 2 4
Algebraische Losung
ax? +bx+c>0 (>,<,<,>) 1. Methode
1,.2
e 1. Methode 122 -1z-3>0
) . quadratlsche Erganzung
- Ungleichung nach Null auflésen é( R 5 12§50
- quadratische Ergénzung 2(z — %)2 ] >0
- quadratischen Term alleinstellen 2 E( _15))2 ail ]> >00
T, 102
- Wurzelziehen und Betrag schreiben ciua.drailschen e elleingialen
- Betragsungleichung lésen (-3 >%
e 2. Methode Wurzelziehen und Betrag schreiben
: |z — 3> 2
- Ungleichung nach Null auflésen Betragsunglelchung
- Term faktorisieren >3 V. <=2
a(z - z1)(z - 22) 2. Methode
- Auspalten in lineare Ungleichungen 122 -1z-3>0
1. Fall a(z —x1)(x —22) >0 Teer faktorlsieren
(+-+=4)V( +) 30 32— 3=0
’ = T = Tr1 = 3 T2 = -2
(alr—21)>0Az—292>0)V 1(xz+2)(z—3)>0
Aufspalten in lineare Ungleichungen
alz—z1) <O0Az—22 <0
(af v 2<0) (l@+2)>0A2-3>0)V(i(x+2) <0Az—3<0)
2.Fall  a(z—a1)(z —22) <0 (z>-2A2>3)V(z<—-2Az<3)
(+-—==)V(—+=-) Loésungen zusammenfassen
(a(m—x1)>0/\x—x2<0)\/ z>3Ve< =2
(a(x —x1) <OAz — 29 > 0)
- Zusammenfassen der einzelnen Losungen
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 57 https://fersch.de



Algebra

Ungleichungen

Graphische Losung

ax? +bx+c>0 (>,<,<,>)

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite
e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse f(z) >0

e Graph unterhalb der x-Achse f(z) <0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen

Vorzeichentabelle

ax?+br+c>0 (>,<,<,>)

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite

e Term als Funktion schreiben

o Nullstelle berechnen

o Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer quadratischen Funktion kann sich nur
an den Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner
bzw. grofer als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des
Funktionswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

1.2 1
527 —52x—3>0

fi(z) >0

Term als Funktion schreiben
fi(z) =32 — 1z -3
Nullstelle berechnen

r1 = 3 XTo = -2

Graph zeichnen f;(z)

FT = %m -3>0 der Graph ist oberhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen

r>3Ve < -2

1,2

5T = %x -3>0
fi(z) >0
Term als Funktion schreiben
filz)=12> -1z -3
Nullstelle berechnen
122 —1z-3=0

(D =45 3

2.1

xr1 = —2 T2 = 3
Wert kleiner als die Nullstelle 1 = —2 wahlen
fi(—4) = +7 Pluszeichen eintragen
Wert zwischen 1 = —2 und z2 = 3 wahlen
f1(0) = =3 Minuszeichen eintragen
Wert groBer als die Nullstelle z2 = 3 wahlen
f1(4) = +3 Pluszeichen eintragen

Ti/2 =
2

r=—4

z=0

r=4

Vorzeichentabelle:
r< | 2| <x< |3 | <z
flx) | + 0 — 0| +

122 -1z-3>0
x-Bereiche aus der Vorzeichentabelle ablesen
z €] —o00;—2[ U ]3;00]
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Ungleichungen

1.4.5 Betragsungleichung

lax +b] > ¢
e Aufspalten der Betrige in einzelne Intervalle.
Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags
positiv ist. az +b >0 fiir z > %b
Betragsstriche sind nicht noétig, wenn der Term des Betrags
negativ ist und dafiir zusétzlich ein Minuszeichen vor dem
Term geschrieben wird. ax + b < 0 fir z < %b
lax + b = { (a(x+ji)b) ’ i ?Z

—(ax < =2

a

e 1. Losung fir x > _Tb
ar+b>c
ar+b>c
x> c%b

/—=b /:a (a>0)

1. Losung ist die Schnittmenge aus z > _Tb Nx > ==

e 2. Losung fir x < %’

—(ax+b)>c /:(-1)
ar+b< —c

ax+b<—c /—=b /:a (a>0)
x<%7b

—c—b
a

2. Losung ist die Schnittmenge aus = < _71’ Nx <
o Gesamtlosung aus Vereinigungsmenge von 1. Losung und

2. Losung

|2z + 3| > 7

2z +3) 2>
|2x+3|:{ —(2x + 3) w<§
e 1. Losung fiiracZ‘T?’
20 +3>7
2e+3>7 /-3 /:2
T >2

1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %3 ANz >2
1. Losung x > 2
e 2. Losung fir z < %3

—(2z+3)>7
2w+3<—7 /=3 /:2
r< -5

2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANx < =5
2. Losung z < —5
Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung

r>2 V x<-5
2z +3| < 7
_f @x+3) x>
|2z+3|7{ —(2r+3) z<FP
e 1. Losung fiirﬂcz’T3
20 +3 <7
2w+3<T7 /=3 /:2
<2

1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %3 ANx <2
1. Losung _73 <z<2

e 2. Losung fir z < ’73

-2z +3)<7

20+3>-7 /=3 /:2

x> =5

2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANz > =5
2. Losung —5<x<_73

Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung
—-5<r<?2
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Lineares Gleichungssystem

1.5 Lineares Gleichungssystem
1.5.1 Einsetzverfahren (2)

1 al-x+bl-y=cl
11 a2-x+b2-y=c2
e Gleichung I oder II nach x oder y auflésen

I 3x 4+ 5y =19
II Tr + 5y =31
I nach x auflésen

1 3x 4+ 5y =19
I Tx + 5y = 31
I nach y auflésen

3z + 5y =19 3z + 5y =19
e Term in die andere Gleichung einsetzen 3z 4 5y =19 / — 5y 3z + 5y =19 / — 3z
e Gleichung nach der Unbekannten auflésen ix_:6119:152yy /88 Zy_:31é9:§3§ /85
e zweite Unbekannte berechnen Iin 113 ’ Iin 115 ’
7(63 —12y) + 5y =31 Tz +5(3% — 2x) =31
442 — 112y +5y=31 [ —441 19-3z+5x=31 /—19
—112y+ 5y =31 — 443 —3z+5z=31-19
—62y=-133  /:(-62) dr=12 /:4
_ 133 B = 17?
=03 z=3
Y= —34_3
=61 12y y=o8g®
_al_ 43 y=35—5-3
3 y=2
T =
L={3/2
L ={3/2} {8/2}
Interaktive Inhalte:
hier klicken
1.5.2 Gleichsetzungsverfahren (2)
I al-z+4bloy=cl i Sy =L Iy =
. Tr + 5y =31 Tr + 5y =31
11 ) a2 :m T02-y=c2 B I nach y auflésen I nach x auflésen
e beide Gleichungen nach x oder y auflésen 3z + 5y = 19 3z + 5y = 19
e Terme gleichsetzen 3z + 5y = 19 / — 3z 3z + 5y =19 / — by
e Gleichung nach der Unbekannten auflésen 2y_:3}19 _33; [e8 ix—:6119 N 152yy fee
: = %5 7 B — V3 3
o zweite Unbekannte berechnen II nach y auflésen IT nach x auflésen
T + 5y = 31 T + 5y = 31
Tx + 5y = 31 /—Tx Tx + 5y = 31 / — 5y
5y =31—"Tx /:5 Tz =31 — 5y /7
y=61 — 12z z =43 — 3y
I1=1I I=1I
3§f§315:23%71§x1/+%x 6%7133!1;:23‘37%?; 3/+1§y
%5 > 05 4 57 /- 634 6?9: 4go+ 2y 20/ —h
—22=—3z  /:(=3) lap=%y /a1
z=3 y=2
x in [ yin I
=3¢ —23 r=6%—-122
= z=3
L=1{3/2} L={3/2}
Interaktive Inhalte:
hier klicken
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Algebra

Lineares Gleichungssystem

1.5.3 Additionsverfahren (2)

1 al-x+bl-y=cl
11 a2-x+b2-y=c2

e Terme mit x und y miissen untereinander stehen

e Gleichungen multiplizieren, so dass die Variablen

beim spaltenweisen addieren herausfallen

e Gleichung nach der Unbekannten auflésen

e zweite Unbekannte berechnen

Interaktive Inhalte:
hier klicken

1.5.4 Determinantenverfahren (2)

I 3x+5y=19

II 7x+5y =31

I 3z+5y=19 /-7

II Tzx+5y=31 /-(-3)

I 21x+ 35y =133

II —2lx— 15y = —93

I41I

21z — 21z + 35y — 15y = 133 — 93

20y =40 /:20
40

Y=139
y=2
yin I

I 3z45-2=19
364+10=19 /—10

I al-z+bl-y=-cl
11 a2-x+b2-y=c2

1

Dy =" —al-b2 —bl-a2
a2 b2
1 1

D= e e
c2 b2
al cl

D, = =al-c2—cl-a2
a2 c2

e Eindeutige Losung Dy, # 0

_ D,
=D,
_Dy
Y= b,

e Keine Losung Dy, =0

D, #0oder D, #0

e Unendlich viele Losungen
Dp=D,=Dy,=0

I 3x+5y=19

II 7x+5y =31

I 3z+5y=19 /-1

II Tzx+5y=31 /-(-1)
I 3z45y=19

I —7x—5y=-31

I+ 1I

3z —Tx+ 5y — by =19 - 31
4z =-12 /:(-4)

T ==
=3
xin I

I 3-3+5y=19
5y+9=19 /-9

3z =19 —-10 5y =19 -9
3z=9 /:3 5y =10 /38
T=3 y=7%
=3 y=2
L ={3/2} L ={3/2}
I 3z + 5y =19
11 Tr + 5y = 31
Dy, = 35 =3-5—-5-7T=-20
S - -
19 5
D, = 31 & =19-5-5-31=—-60
3 19
D, = 7 31 =3-31-19-7=—-40
z=3
Y= "5
y=2
L={3/2}

Interaktive Inhalte:

hier klicken

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Algebra

Lineares Gleichungssystem

1.5.5 Determinantenverfahren (3)

alx + bly + clz =dl
a2x + b2y 4 c2z = d2
adx + b3y + c3z = d3
al bl cl
Dp=|a2 12 c2

a3 b3 3
Dy =al-b2-¢3+0b1

D,=al-b2-d3+bl
—dl-b2-a3 —al-d2

_ D,
=D,
_Dy
Y= b,
_DZ
Z_Dh

—cl-b2-a3—al-c2-
dl bl ¢l
D,=|d2 b2 2
d3 b3 c3
D, =dl-b2-c3+bl
—cl-b2-d3—dl-c2-
al dl ¢l
Dy=1|a2 d2 c2
a3 d3 c3
D, =al-d2-c3+dl
—cl-d2-a3 —al-c2
al b1 dl
D,=|a2 b2 d2
a3 b3 d3

al bl
a2 b2
a3 b3

-c2-a3+cl-a2-b3

b3 —bl-a2-c3
dl bl
d2 b2
d3 b3

cc2-d3+cl-d2-b3

b3 —bl-d2-c3
al dl
a2 d2
a3 d3

-c2-a3+cl-a2-d3
-d3—dl-a2-c3

al bl
a2 b2
a3 b3

-d2-a3+dl-a2-b3

b3 —bl-a2-d3=0

e Eindeutige Losung Dy, # 0

e Keine Losung Dy, =0

D, #0oder Dy # 0 oder D, #0
e Unendlich viele Losungen
Dy=D,=D,=D,=0

Interaktive Inhalte:

hier klicken

11z + 13y + 42 = 37

12z + 14y + 5z = 40

9z + 3y + 32 =15

1 13 4| 11 13

Dp=|12 14 5| 12 14

9 3 3 9 3

Dp=11-14-3+13-5-9+4-12-3

—4-14-9—-11-5-3—-13-12-3=54

37 13 4 | 37 13

D,=|40 14 5 | 40 14

15 3 3| 15 3

D,=37-14-34+13-5-15+4-40-3

—4-14-15-37-5-3—13-40-3 =54

11 37 4| 11 37

Dy=|12 40 5 | 12 40

9 15 3 9 15

Dy,=11-40-34+37-5-94+4-12-15

—4-40-9—11-5-15—-37-12-3 =108

1 13 37 | 11 13

D,=|12 14 40 | 12 14

9 3 15 9 3

D,=11-14-15+13-40-9+37-12-3

—37-14-9—-11-40-3—-13-12-15=0
54

l':a

7= 1

108
Y= 51
y=2

0
Z:a
z=0
L ={1/2/0}

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Lineare Algebra

1.6 Lineare Algebra
1.6.1 Matrix

Definition

m Zeilen und n Spalten.

a11 ai2 A1n

az1  a22 QA2n
A =

am1  Am2 Amn
A= (aik)

a;r : Elemente der Matrix

i : Zeilenindex

k : Spaltenindex

e Quadratische Matrix

Die Anzahl der Zeilen ist gleich der Anzahl der Spalten.

Eine m x n—Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema aus

m=n
ai; a2 a3 a a
11 12
A= an az a3 B = ]
az; a2
azip agz ass
Besondere Matrizen
e Einheitsmatrix
1 0 0
Eir=10 1 0| E2= Lo
e o
0 0 1

e Transponierte Matrix

Vertauschen von Zeilen- und Spaltenindex.

ai1  aiz2 a13 a11  dz21  G31
A= a21 A22 (23 AT = 12 A22 (32

aszy asz2 ass a1z az3 Aass
A=(AT)T

3 X 3Quadratische Matrix

1 2 3
A=1]14 5 6
7 8 9

(111:1 a12:2 a13:3
a1 =4 ax =5 ax3==6
a31:7 a32=8 a33=9

2 x 3 Matrix
1 0 13
B_[4 5) 6}

1 x 3 Zeilenmatrix (Zeilenvektor)
C=[1 4 5]

3 x 1 Spaltenmatrix (Spaltenvektor)
1

D= 2
3

symmetrische Matrix

10 4 -2

4 3 6
| 2 6 5
obere Dreiecksmatrix
[10 4 -2

0 3 6
L 0 0 5
untere Dreiecksmatrix
10 0 0

4 3 0
| -2 6 5
Diagonalmatrix
10 0 0

0 3 0
L 0 0 5
Nullmatrix
[0 0

0 0 }

'fransponierte Matrix

[1 2 4 5]"=

12 477 |1}
2 3 0]

[\
O Wi TR N
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Addition von Matrizen

Summe der Matrix A = (a;;) und der Matrix B = (b;x)
Die Anzahl der Spalten (i) und der Zeilen(k) der beiden
Matrizen miissen gleich sein. A + B = a;x + b

e Summe 2 x 2 Matrix

a1l a2 T b1 b1 ] _
| @21 Qa22 bar  baa
ayy +bir az + b2
a1 + ba1  azz + bao
e Summe 3 x 3 Matrix
[ ailr a2 a3 b1 b1z bi3
a1 agy a3 | T | bar bas boz | =
| as1 as2 ass b31 b3z ass
[ a1+ a1+ b ars+bis
a1 +b21  aze +baa  azz 4 bas
| a31 +b31 azz+b32 azz+asz

Multiplikation von Matrizen

e Produkt aus der Matrix A = (a;) mit einer Konstanten
AeR:

AA = da;

2 x 2 Matrix

N ] _ [ Aair Aaiz ]
a1 ao Aaiz  Aags

o Produkt aus Matrix A = (a,;) und Matrix B = (b;j)
Anzahl der Zeilen von A muss gleich der Anzahl der Spalten
von B sein.
Zeilenelemente von A mal Spaltenelemente von B.
e Produkt zweier 2 x 2 Matrizen
[ a1 a2 . b11 b12 _

azi boi Do |

l a1 - bir + a1z - bay

a22

az1 - bi1 + aaz - by

a1 - biz + aqa - bag ]

az1 - ba1 + aga - bag

Summe zweier 2 x 3 Matrizen

17 0], [101] 7271
0 1 2 01 5] |0 27

Produkt 2 x 3 Matrix mit 3
3. 10 5| |3 0 15
0 4 2| |0 12 6
Produkt 2 x 3 Matrix mit einer 3 x 2 Matrix
{3 4 —1} _; _
2 -7 6 3
3-1+4-(-2)+1-3 | | -8
2:-24+(=7)-(-2)+6-3 | 34

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 64
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Inverse Matrix

e Produkt aus der Matrix A und der inversen Matrix A~1

ist gleich der Einheitsmatrix.

AAL=F
A= aj;p a2 1 A1 — [ 11 Ti12 ]
a21  A22 T21  T22
ail  ape 11 z12 | |10
as1 22 Ta1 a2 0 1

e Die inverse Matrix ist nur moglich, wenn die Determinante
von A ungleich Null ist.

det A#£0

e Berechnung von A~! mit dem GauB-Jordan-Algorithmus

Matrix A und Einheitsmatrix E in der Form schreiben

Al B
ail a12 1 0
a1 az |0 1

Umformen durch:

- Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
- Addieren oder Subtrahieren der Zeilen

- Vertauschen der Zeilen

in die Form Einheitsmatrix und inverse Matrix A~ 1 bringen.

E| A
1 0 T11 T12
0 1|21 @22

2 3
A_|:4 1
det(A) = (—10) = Matrix ist invertierbar
=1l
2 3
-1 _
=07
2 3 1 0
4 1 0 1
Zeile2 = Zeile2 - Zeilel - &
a21=4-2.-%2=0
ws2—1-3-4_ 5
P —p—n-2—g
_b22:1—0;%:1
2 3 1 0
0 -5 -2 1
Zeilel = Zeilel - Zeile2 - -3¢
al2=3—(=5) - 3 =0
bl1=1-(-2) - 3 =1
b12=0-1. 3 =0
r T 1 3
2.0 ~5 5
0 -5 -2 1

“Zeilel = Zeilel

8 Z

Zeile2 = Zeile2 : —5

1 3
N
5 5
1 2 -1
A=|2 5 -1
12 0
A | E E E=A"
1 2 -1[1 00 1 00 2 -2 3
2 5 -1|l0 1 0 o 1 of-1 1 -1
1 2 0f0 01 0 0 1|-1 0 1
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Eigenwert und Eigenvektor

Gegegeben: A - Matrix

Gesucht: x - Eigenvektor (Spaltenvektor)

A - Figenwert

Das Produkt aus Matrix A und Eigenvektor x ist gleich

dem Produkt aus Eigenwert A und Eigenvektor x.

Ax = \x
ail a2 T | h\ T11
a21 A22 21 Z21

e Eigenwert aus folgender Gleichung:
det(A—X-E)=0

a1l a2
az1 a2

ain a2z | | A0 _0
az1 G232 0 A

‘ aip — A a2

a1 G2 — A
(@11 — A)(az2 — A) — a12a21 =0
charakteristisches Polynom:

A2 — (a11 +az) - A+ ai -a —az a2 =0
e Eigenvektoren durch einsetzen der A\-Werte
(A= AE)z =0

a;p — A ai2 Z1 —0
a1 azx — A T2

11 - T1F a2 T2 =A-1

A1 - T1 + G2 - T = A - T2

Interaktive Inhalte:

1.6.2 Determinante

Definition

Aus einer quadratischen Matrix kann eine Determinante
(Zahlenwert) berechnet werden.

D=det A = | 4|

Anwendung der Determinante:

- Lineare Gleichungssysteme

- Volumenberechnung im R3

- Flachenberechnungen im R2

- Spatprodukt

- Lineare Abhéngigkeit von Vektoren - inverse Matrix

A

I
1
|
S N

2 0
6 —2
=2 5

det(A—X-E)=0

|

T—A 2 0
-2 6-X =2
0 -2 5-A

]_o
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2-reihige Determinante

Determinante einer 2 x 2 Matrix

D=detA=]A]=| "
a21 A22

ai2
= a11 G22 — G120A21

3-reihige Determinante

Determinante einer 3 x 3 Matrix

Methode 1
a1l aiz ais
D =detA= |A‘ = 1| a21 G222 Qas3 | =

as1 as2 as3

az2 423 az1 a3 a21 Aa22

al - + ais -

a32 433 a3y ass a1 as2
= a11(a22 + @33 — a3 - a32) - a12(a21 + a3z — ags - 031) +

aiz(az1 - aga — aze - as)

Methode 2 (Regel von Sarrus)

+

ap by c1 a1 b
D={ ay *bo *%s £50 b
az/ 2. €2 2\ 2
a3 b3 c3|as b3

D=al b2-¢34+bl-¢2-a3+cl-a2-b3
—cl-b2-a3—al-c2-b3—-0b1-a2-c3

Interaktive Inhalte:
hier klicken H hier klicken H Determinante

3 -2

D:detA:\A|:‘ L

11 13 4| 11 13
D=detA=[A|=|12 14 5| 12 14

9 3 3| 9 3
D=11-14-3+13-5-9+4-12-3
—4.14-9-11-5-3—-13-12-3 =54

11 12 9

Ds=|13 14 3 |=
4 5 3
14 3 12 9 12

11-‘ 5 3’713-‘ . 3‘+4-‘ "
12 9

Dr=| |y 5|=12-3-14.9=-90
12 9

Dy=| o 5 |=12:3-5-9=-9
14 3

D=| " ,|=14-3-53=27

D3 =11-27—13-(=9) +4- (—90) = 54

det(D) = 54

‘:3-5—(—2)-4:23

| =5

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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1.6.3 Lineare Gleichungssysteme und Gauf3-Algorithmus

Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise

Az =10 z=A"1b
A Koeffizientenmatrix

b Spaltenvektor der rechten Seite

x  Lésungsvektor

aii ai2 -t Qln T b1
a21 ag2 - Q2n €2 by
Am1 Am?2 0 Omn Tn bn

Inhomogenes Gleichungssystem:
a11 -1+ a1z - Ty Ao+ 1 Tn = by
azy T+ ag - To+ -+ g, Tp = by

Aml - T1+ Am2 -T2+ -+ Q- Ty :bm
Homogenes Gleichungssystem:

a11 - T1+ a2 T2+ -+ aip - Ty
Q21 T1 + Q2 T2+ -+ a2 - Ty

Il
o o

Am1 X1+ ama T2+ + Qup T =0
Variablen:z1,x2,r3
ai1 - r1+aiz - w2 +aiz-r3 = by
@21 - T1 + G2z - Ta + azz - T3 = ba
as1 - T +azy - T2 +azz - r3 = by
oder in der Schreibweise mit den Variablen:x,y, z
al-x+bl-y+cl-z=dl
a2-c4+b2-y+c2-z=d2
ad-r+b3-y+c3-z=d3
Erweiterte Koeflizientenmatrix:

r Yy =z

al bl ¢l | dl

a2 b2 2| d2

a3 b3 3| d3

Az =D
11 13 4 37
A= 12 14 5 b= 40
9 3 3 15
11 13 4 x1 37
12 14 5 | - | x2 =1 40
9 3 3 T3 15

11z, + 1322 + 423 = 37

1221 + 1422 + 5z3 = 40

9z1 + 322 + 323 = 15
oder

11z + 13y + 42 = 37

122 + 14y + 5z = 40

9z + 3y + 32 =15

T Yy =z

11 13 4|37
12 14 5| 40
9 3 3|15

T1

x3

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gauflsches Eliminationsverfahren

al-z4+bl-y+cl-z=dl
a2-x+b2-y+c2-z=d2
ad-r+b3-y+c3-z2=d3

Koeffizientenmatrix erstellen:

T Yy =z
al bl cl|dl
a2 b2 2| d2
a3 b3 3| d3
x Y z
ZeilelSpaltel z1s2  21s3 | z1s4
z2s1 2252 2283 | z2s4
23s1 2352 2383 | 2354

Die Losungsmenge dndert sich nicht durch:

e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen
e Vertauschen der Zeilen

Umformen in die Stufenform
e Eindeutige Losung

e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl

e

Y

z

Z151
0
0

z1s2
2282
0

z1s3
2283

2383

z1s4
z2s4
z3s4

Riickwartseinsetzen
23s3

T 23s4
z in die 2. Zeile einsetzen = y

z und y in die 1. Zeile einsetzen = x

e Keine Losung

T y z
Z151 2182 2z1s3 | z1s4
0 2282 2253 | z2s4
0 0 0 2354

e Unendlich viele Lésungen

T y z
Z151 2182 2z1s3 | z1s4

0 2282 2253 | z2s4

0 0 0 0

11z + 13y + 42 = 37 T Ve
11 13 4| 37

122 + 14y + 5z = 40
9z + 3y + 3z = 15 12145 )40

Y - 9 3 3|15
Zeile2 = Zeile2 - 11 — Zeilel - 12 y oz ‘
2281 =12-11—-11-12=0
2252=14-11—13-12 = —2 101 3 ‘; Z
2283=5-11—-4-12=7 9 3 3|15
2284 =40-11—-37-12 = —4
Zeile3d = Zeile3 - 11 — Zeilel - 9 y . ‘
23s1=9-11—-11-9=0
2352 =3-11-13-9 = —84 101 g ‘; Z
2383 =3-11—-4-9=-3 0 —84 -3 | _168

2354 =15-11 —37-9 = —168

Zeile3 = Zeile3 - (—2) — Zeile2 - (—84)
2352 =(—84)-—2—(—-2)-(-84)=0
2353 = (—3) - —2 — 7. (—84) = 594
2354 = (—168) - —2 — (—4) - (—84) = 0
x oy z ‘

11 13 4 37
0o -2 7 |4

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Gauf3-Jordan-Algorithmus

al-z4+bl-y+cl-z=dl T Yy =z
a2-w+ b2yt c2-z=d2 llo+13y+42=37 1 1 |
ad-x+b3-y+c3-z2=4d3 12z + 14y + 52 = 40 9 3 3|15
Koeffizientenmatrix erstellen: 9z +3y+32=15
r Yy oz
Zeile2 = Zeile2 — Zeilel -
1 b1 cl]|dl
“ ¢ 2251 =12—11-2 =0 S
az b2 2] d2 2252 = 14~ 13- ﬁ:—% 0 _2 1| s
3 b3 c3|d3 = = L —i1 11 | T 11
a c 2283 =5—4- 2 T, 9 3 3 15
ZeilelSpaltel 2152 z1s3 | z1s4 Zeile3 — Zeile3 — Zeilel - 1&
z2s1 2252 2253 | 2254 2351 =9 —11- T -0 111 1y3 Z T
z3s1 2352 2383 | 2354 z23s2=3-13- 1i *71*71 0 _2 i _4
23s3=3—4- 12 = —% 7 i 11,
Die Losungsmenge dndert sich nicht durch: 2354 =15—-37- 2 = 152 0 =757 -1 | — 1531
e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen Zeilel = Zeilel — Zeile2 ,% . y e
e Vertauschen der Zeilen zls2 =13 — (_ﬁ) ) ,1% = 11 0 49% 11
z1s3=4— L - 13- =491 0 -2 =L —£
43T 13 0 —7L _—3|_153
Ziel ist das Umformen in die Diagonalenform z1s4 = 37 — (—ﬁ) : = =11 11 11 11
e Kindeutige Losung .
x y z Zeile3 = Zeile3 — Zeile2 - 7;
11
zls1 0 0 | zls4 7 e r Y i
Bs2=-Tf — (%) =2 =0 1 0 21| 11
0 2283 0 2254 2 7 -1 0 -2 T |_4
0 0 2353 | 23s4 98 = & _727 0 ()11 jé? O11
o= 2 23sd =158 — (—4). 3L =0
_ z22s4 H
T 2283 1
z =23 Zeilel = Zeilel — Zeile3 - % & Y &
1 491 11 0 0 11
z1s3 =495 — (=27)- =% =0 0 -2 I |_4
. .. 491 11 1 11
e Keine Losung 2lsd =11-0- 2 =11 0 0 —27 0
T y z
T
zZlsl 0 0| zlsd Zeile2 = Zeile2 — Zeile3- 2L =y 2z |
- i 11 0 0 11
0 2253 0 | 22s4 2283 = 17 — (=27)- 2= =0 0 2 0 4
0 0 0234 T 4 s s
Z98 224 =—-5-0-1L =—-2 0 0 =27| O
e Unendlich viele Lésungen 29
==l
T y z Hy
— 0L —
21s1 0 0| zls4 v= 70% =2
0 2253 0| 2254 £
= 1 2/0
0 o ol o ={ / / }

Interaktive Inhalte:

hier klicken ’ n — Gleichungen ‘ hier klicken
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1.7 Finanzmathematik

1.7.1 Zinsrechnung - Jahreszins

z = Iiggo't t Anzahl der Jahre
K  Kapital FEuro
p  Zinssatz %
z Zinsen Furo
__ z2-100 __ 2100 __ z-100
b= ZK-t K= zp»t t= ZK~p
Interaktive Inhalte:
_ Kot o 2100 _ 2100 _ 2100
100 P= "k K= Pt t="%,
1.7.2 Zinsrechnung - Tageszins
z = Kt t Anzahl der Tage
100-360
K  Kapital FEuro
p  Zinssatz %
z Zinsen Furo
__ 2-100-360 __ 2-100-360 __ z-100-360
p= g K=733 t= =0k
Interaktive Inhalte:
_ K-t __ 2:100-360 __ 2:100-360 _ 2-100-360
< = 100-360 P="Kgq K= D t=" %
1.7.3 Zinsrechnung - Monatszins
— Kpt t Anzahl der Monate
100-12 .
K  Kapital FEuro
p  Zinssatz %
z Zinsen FEuro
__ z-100-12 __ z-100-12 __ z-100-12
P=TRy K=" t==%
Interaktive Inhalte:
_ K-t _ 2:100-12 _ 2100-12 _ 2-100-12
% = 10012 P="K1 K== ="K
1.7.4 Zinsfaktor
‘ g=1+ 5 p Zinssatz %

q Zinsfaktor
p=(g—1)-100
Interaktive Inhalte:

q=1+ 5 ] p=(q—1)-100 \

1.7.5 Zinseszinsformel

K=Ky - (1+ l%)t t Anzahl der Jahre
D Zinssatz %
Ko Anfangskapital Euro

K; Kapital nach t Jahren FEuro
— K ([t K. __ In(K¢)—In(Kp)
Ko= iy =B -1 100 o= b

100

t | K, _ In(K;)—In(Kyp)
( \/ Ko 1) -100 t= 111(1+ﬁ)0

Interaktive Inhalte:

K;=Ko-(1+155)" Ky = 7(1+If%)t

S
|
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Algebra

Finanzmathematik

1.7.6 Degressive Abschreibung

| Bi=Bo-(1— )"

Interaktive Inhalte:

t Anzahl der Jahre

P Abschreibungssatz %

Bo  Anschaffungswert Furo
B; Buchwert FEuro
Bo= Bt  t=

a=2)° In(1—

D
100)

Bi=By-(1-15)" || Bo= g2 || t=

In(1— 5

_ In(By)—In(By)

p=(1-"/5L) 100

1.7.7 Rentenrechnung

Vorschiissiger Rentenendwert

qgt — 1

R,=7r-q-
rqq_l

Nachschiissiger Rentenendwert

" — 1

R,=r-
’I"q_l

Vorschiissiger Rentenendwert mit Startkapital

Kapitalmehrung:
" -1
g — 1
Kapitalminderung:
-1
Rn=K0~q"—r~q~q7
qg — 1

Nachschiissiger Rentenendwert mit Startkapital

Kapitalmehrung;:

q - Zinsfaktor
r - Rente
n - Anzahl der Jahre

R, - Rentenendwert
Rn - (g — 1)
q - 5;1" —(1) )
n (g —1
. In[=—"t=— + 1]

r =

In q

q - Zinsfaktor

r - Rente

n - Anzahl der Jahre
R, - Rentenendwert

r= Ry "n(qfl)
q" — 1
R, - -1
ZR[MH]
n= L
In q

q - Zinsfaktor

r - Rente

Ko - Startkapital

n - Anzahl der Jahre
R, - Rentenendwert

q - Zinsfaktor

In(B;)—In(Bo)

p:(17t\/gj;)-100

q" 1 r - Rente
— .l [
By =Ko-q"+r qg— 1 Ky - Startkapital
Kapitalminderung: n - Anzahl der Jahre
R, = Ko-q" —1- q" 1 R, - Rentenendwert
qg— 1
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Algebra Finanzmathematik

Rentenendwert - Rentenbarwert

R, q - Zinsfaktor
Ry=— n - Anzahl der Jahre
Ro - Rentenbarwert
R, - Rentenendwert

Rn:Ro-qn
_ 1“% _ InR,—InRg
(== In ¢ — In ¢
Interaktive Inhalte:
R, - (¢ — 1
Rn (qfl) 771
R —=r- qni_l R _T.u p=Bnla=-1 . Rn-(g—-1 n_ln[ r-4q + 1 n_ln[ r
n =79 g — 1 n g — 1 Tg-(q" - 1) Togn -1 o In q o In q
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Geometrie

2 Geometrie

2.1 Grundlagen

2.1.1 Definitionen
Strecke [AB]

‘ Gerade Linie die durch 2 Endpunkte begrenzt wird.

Linge einer Strecke AB

‘ Entfernung zwischen den Punkten A und B.

Gerade AB

‘ Unbegrenzte gerade Linie durch 2 Punkte.

Halbgerade - Strahl [AB

Einseitig begrenzte gerade Linie.

A B
‘ AB = 3cm
[ . .
A B

Winkel

Zwei von einem Punkt (Scheitel) ausgehenden Halbgeraden
(Schenkel) schlieBen einen Winkel ein.

a=LABC

Drehsinn entgegen des Uhrzeigersinns = positiver Winkel
Drehsinn im Uhrzeigersinn = negativer Winkel

spitzer Winkel: 0° < o < 90°

rechter Winkel: a = 90°

stumpfer Winkel: 90° < a0 < 180°

gestreckter Winkel: o = 180°

iiberstumpfer Winkel: 180° < o < 360°

Vollwinkel: o = 360°

positive Winkel negative Winkel

C F
( A (D
B Scheitelpunkt
[BA, [BC Schenkel

Winkel an sich schneidenden Geraden

Scheitelwinkel (Gegenwinkel) sind gleich grof.

Nebenwinkel ergénzen sich zu 180°.

a = LABC B =4«LCBA
Q2

B2 B
as

Scheitelwinkel: a1 = ae; 81 = B2
Nebenwinkel: oy + 81 = 180°; as + B2 = 180°

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Geometrie Grundlagen

Winkel an parallelen Geraden

Stufenwinkel (F-Winkel) und Wechselwinkel (Z-Winkel)
sind gleich grof. Nachbarwinkel (E-Winkel) ergéinzen sich
zu 180°.

] = 2 = (X3 = Q4

B1 = P2 =P3=pa

a+ B =180°

Stufenwinkel: a1 = as; 81 = B3

Wechselwinkel: as = as; B2 = 83
Nachbarwinkel: ag + B2 = 180°%; a2 + B3 = 180°

2.1.2 Strahlensatz (Vierstreckensatz)

B’
NS AB | 4B /

ZA  ZB' A’
ZA  ZB  AB
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Geometrie

Dreieck

2.2 Dreieck
2.2.1 Eigenschaften des Dreiecks

Winkel- und Seitenbeziehungen

e Innenwinkelsumme: o + 3 + v = 180°

e Auflenwinkelsumme: o’ + 3’ ++' = 360°

ey =a+pf =at+tyd =8+

e Dreiecksungleichung;:

Die Summe zweier Dreiecksseiten ist grofler als die dritte
Seite.

at+b>c at+c>b b+c>a

e Der ldngeren von zwei Seiten liegt der grofiere Winkel

gegeniiber.
a>b=>a>p a<b=>a<p
a>c=oa>7 a<c=a<y

b>c=p>7 b<e=p0<y

e Gleichlangen Seiten liegen gleiche Winkel gegentiber.
a=b=>a=0

a=c=>a=ry

b=c=p=7vy

Interaktive Inhalte:
hier klicken

2.2.2 Besondere Linien im Dreieck

Mittelsenkrechte

Alle Punkte auf einer Mittelsenkrechte haben von zwei
Eckpunkten die gleiche Entfernung. Die Mittelsenkrechten
schneiden sich im Umkreismittelpunkt. Der Umkreismittel-
punkt hat von den drei Eckpunkten des Dreiecks die gleiche

Entfernung.
a b c

HreIsradits: T 2-sina 2-sinf8  2-sinvy

Mittelsenkrechte

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Geometrie

Dreieck

Hohe

Das Lot von einem Eckpunkt des Dreiecks auf die ge-
geniiberliegende Dreiecksseite. Hohen schneiden sich im
Hohenschnittpunkt.

Hohen berechnen:

he =c-sinf

hy =a-sinvy

he.=0b-sina

Flache des Dreicks:

A:%~a~ha
A=1-b-hy
A=1-c-he
A:ég-h
Winkelhalbierende

Alle Punkte auf einer Winkelhalbierenden haben zu den
Schenkeln den gleichen Abstand. Die Winkelhalbierenden
schneiden sich im Inkreismittelpunkt. Der Inkreismittel-

punkt hat von den drei Seiten des Dreiecks den gleichen
Abstand.

Inkreisradius:
2-A 2-A
= 7",L- = =
P U a+b+c n g
c-sin
0y =180° -5 — 5 o =
! 6 2 v sin'(51
a-siny
J, = 180° — & — =—
2 277 we sin g
b -si
by =180° —a—F  w, = s
S o3 Winkelhalbierende
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Geometrie Dreieck

Seitenhalbierende

Strecke vom einem Eckpunkt des Dreiecks zum Mittelpunkt c
der gegeniiberliegenden Seite. Die Seitenhalbierenden
schneiden sich im Schwerpunkt. Der Schwerpunkt teilt die
Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1.

Sq = 21/2(02 + ¢2) — a2

2(a? + %) — b?

2(a? +b?) — 2

Sp =

NI N[ o

Se =

¢ M.
Seitenhalbierende

Interaktive Inhalte:
hier klicken

2.2.3 Allgemeines Dreieck

A N

A ¢ B

Eigenschaften

e Innenwinkelsumme: 180° ‘ o+ f+v=180°

Flache Grundline-Ho6he

Grundlinie m
Hohe m
Flache m

A-2 _ A2
h h = g

A= 2h

2

2

@ NS e
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Geometrie

Dreieck

Flache-Winkel

A= % ca-b-sin(y) b  Léange der Seite
a  Léange der Seite
v Winkel Gamma
A Flédche
Umfang
U=a+b+c ¢ Linge der Seite
b  Lénge der Seite
a  Lénge der Seite
U Umfang
Interaktive Inhalte:
A:% g:% h:% A=1-a-b-sin(y) ’Uza—&—b—!—c
2.2.4 Gleichseitiges Dreieck
¢
Eigenschaften
e alle drei Seiten sind gleich lang a=b=c

o Innenwinkelsumme: 180°
e alle Winkel sind gleich grof: 60°
e drei Symmetrieachsen

e Besonderen Linien im Dreieck fallen zusammen

a+ B+ =180°
a:ﬁ:fy:ﬁoo

Flacheim gleichseitigen Dreieck

a Seitea m
A Fliche m?

_ A-4
G=1\

°3 3

3

SESESES

Symmetrieachsen: si, s2, s3
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Geometrie Dreieck

Hohe im gleichseitigen Dreieck

h = % . \/3 h  Hohe m
a Grundliniea m

o= h2

V3
Interaktive Inhalte:
_a® _ A4 _a _ h2
2.2.5 Gleichschenkliges Dreieck
b 5 a
h
A c B
Eigenschaften
o zwel Seiten sind gleich lang (Schenkel) Schenkel: a = b
. ° Basis: ¢
e Innenwinkelsumme: 180 Basiswinkel: o —
o zwei Winkel sind gleich grofl (Basiswinkel) a+ B+ =180°
e ecine Symmetrieachse v = 1153(()): -2« 1= 180° —2- 8
— 180°—y g _ 180°—y
2 2
Symmetrieachse: s1
2.2.6 Rechtwinkliges Dreieck
C
b a
h
N
C B
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Geometrie Dreieck
Eigenschaften
e Innenwinkelsumme: 180° a+ B+~ =180°
e ein Winkel ist 90° 7=9
Flache
A= @b b  Ankathete zu a m
a  Gegenkathete zu @ m
A  Flache m?
a= % b= %
Phytagoras

a’ +b* =c?

Hohensatz

h*=p-q

Kathetensatz

2

a*=c-p b =c-q

Interaktive Inhalte:

a Gegenkathete zu a  m

b Ankathete zu « m
¢  Hypotenuse m
c=VBITE a=vE—B

q Hypotenusenabschnitt
p  Hypotenusenabschnitt
h  Hohe

m
m
m

2 2
h=yp-q 9=% p==%

p  Hypotenusenabschnitt
¢ Hypotenuse

a Gegenkathete zu a
2 2

a=.,/c-p c:% p:aT

m
m
m

i =c | c=vV@iP ||a=v@ B |[b=vZ-a |[r2=p-¢

h=\pq

A= Ja=gp o=
_ h? _ h? 2 _
9=y p="7 a-=c-p

2.2.7 Gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck

C

2
— —a
€= P="c

<8,
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Geometrie

Dreieck

Eigenschaften

e zwei Seiten sind gleich lang (Schenkel)
e Innenwinkelsumme: 180°

e cin Winkel ist 90°

e Innenwinkelsumme: 180°

e zwei Winkel sind 45° (Basiswinkel)

e eine Symmetrieachse

Interaktive Inhalte:

Schenkel: a = b

Basis: ¢

Innenwinkelsumme: 180°
Basiswinkel: a = 8 = 45°
Symmetrieachse: s1

a =

_ ab A2
A_2 b

’ a’ + b =c? H c=+Va? + b? H a=

VE—B | b=v@—a |[nr=p-q |[h

2 2
=5 [l Jeew Pocaa=ves |

2.2.8 Kongruenzsitze

Seite - Seite - Seite (SSS)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten

iibereinstimmen.
Seite ‘ Seite ‘ Seite
a ‘ b ‘ c

Seite - Winkel - Seite (SWS)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.
Seite ‘ Winkel ‘ Seite

a I} c
a y b
b @ ¢

Winkel - Seite - Winkel (WSW,WWS)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Winkeln und
einer Seite iibereinstimmen.
Winkel | Seite | Winkel ~ Winkel | Winkel | Seite
Q@ c B8 e 8 a
Q@ b y @ B8 b
8 a ¥ @ y a
@ 5y ¢
B ¥ b
B gl

2 2
C = % p = %
C
b a
A c B
a=2,2cm b= 3.6cm c=4cm
C
b a
b= 3.6cm c=4cm a=33°
C
b a
c=4cm a=33° B =63°

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de


https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiFlaechUAe&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiFlaecheUa&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiFlaecheUb&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiPythagorasxxx&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiPythagorasUc&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiPythagorasUa&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiPythagorasUb&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiHoehensatzxxx&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiHoehensatzUh&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiHoehensatzUq&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiHoehensatzUp&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiKathetensatzxxx&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiKathetensatzUa&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiKathetensatzUc&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=RechtgleichDrei&nrform=GeorechtDreiKathetensatzUp&ver=M01072020

Geometrie Dreieck

Seite - Seite - Winkel (SsW)

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei Seiten und
dem der ldngeren Seite gegeniiber liegenden Winkel (Gegen-

winkel) tibereinstimmen.

Seite | Seite | Winkel

a b «a a>b ‘

a b 3 b>a A . B

a c a a>c a=2,2cm b=3,6cm B =63°
a ¢ y c>a

b c I6] b>c

b ¢ y c>b

Interaktive Inhalte:
hier klicken

2.2.9 Pythagoras - Hohensatz - Kathetensatz

Cz C3

i W
(&
! 2 p3
ba as
b ® as bg ®
1 a1
h1 2 h3 q3
ha
4 q1 1 1 4 C
Ay €1 B, Az C2 B, As s 1

Pythagoras

Die Katheten sind die am rechten Winkel anliegenden Sei- NA1B1Cy
"= 90° Katheten a; und b Hypotenuse c1
. . . af + b7 =cf
Die Summe der Kathetenquadrate ist gleich dem Hypotenu- a=VZIE a= I8 b=JI-&
senquadrat. NA2B2Co
B2 = 90° Katheten as und co Hypotenuse b
P i+ = 83
b=V3+d w=-VE-3 «o-VE-3
NA3B3Cs
as = 90° Katheten b3 und c3 Hypotenuse as
ai +b3 = c3

as = /b3 + 3 bs = \/a} — ¢ c3 = /a3 — b2

ten. Die Hypotenuse liegt dem rechten Winkel gegeniiber.

v = 90° Katheten a und b Hypotenuse ¢
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Geometrie

Dreieck

Kathetensatz

Die Hohe h teilt die Hypotenuse in zwei Hypotenusenab-
schnitte.

Die Kathete im Quadrat ist gleich dem Produkt aus dem
zugehorigen Hypotenusenabschnitt und der Hypotenuse.

v = 90° c=p+gq
Katheten a und b
Hypotenusenabschnitt p und g

a’=c-p

Hypotenuse ¢

P=c-q

Hohensatz

NA1B1Cy
v = 90° Katheten a; und by Hypotenuse c;
Hypotenusenabschnitte p; und q: a=p1+aq
2 2
a a
a? =c1-p1 a1 = ./c1 - p1 01:]71 p1:?1
1 1
b3 b?
2=c-q b1 = ./c1 - q1 012(71 %I;l
1 1
NA3B2Co
B2 = 90° Katheten as und co Hypotenuse b2
Hypotenusenabschnitte p2 und g2 by =p2+ g2
2 2
a a
a3 =by - po a2 = /b2 - p2 b2:172 pzzbi
2 2
2 2
c c
A =bsq c2 = /b2 - g2 by = =2 qQ:bi
2 2
NA3B3Cs3
as = 90° Katheten b3 und c3 Hypotenuse a3
Hypotenusenabschnitte ps und g3 a3 =ps+qs
b3 b3
b¥=as-ps bs=,az ps az=-—> pszai’
7 s
2 _ _ _C3 _C3
C3 = a3 -qs C3 = 4/03 " q3 a3z = — (43 = —
qs as

Die Hohe h teilt die Hypotenuse in zwei Hypotenusenab- AA1B1Cy
schnitte. v1 = 90° Katheten a1 und by Hypotenuse c;
i B . . . Hypotenusenabschnitte und c1 =p1+
Die Hohe im Quadrat ist gleich dem Produkt der Hypote- 2yp b « ;zf b q}l%
nusenabschnitte. faS PENGERe Sy PR S B o 7o
ANAsB>Cy
v ¢=p +_q B2 = 90° Katheten a2 und co Hypotenuse b
Hypotenusenabschnitte p und q Hypotenusenabschnitte ps und g2 ba = p2 + q2
2_p. h2 h3
h p-q h3 =p2-q2 ha = /P2 - q2 p2:?2 quf
2 2
ANA3B3C3
as = 90° Katheten b3 und c3 Hypotenuse a3
Hypotenusenabschnitte ps und g3 a3 =p3+qs
h2 h3
h3 = ps - hs = : =18 = 18
3=1DP3°G3 3 =+/P3-G3 D3 % q3 s
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Geometrie

Viereck

2.3 Viereck
2.3.1 Allgemeines Viereck

konvex B

Allgemeines Viereck

e Innenwinkelsumme: 360°

e Konvexes Viereck:

- Diagonalen schneiden sich innerhalb des Vierecks
- alle Winkel sind kleiner als 180°

e Konkaves Viereck:

- Diagonalen schneiden sich auflerhalb des Vierecks
- ein Winkel ist grofer als 180°

2.3.2 Quadrat

isy

a+pB+v+ 46 =360°
Diagonale: AC' =e

BD = f

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Geometrie

Viereck

Eigenschaften des Quadrats

e Innenwinkelsumme: 360°
e alle Seiten sind gleich lang
e gegeniiberliegende Seiten sind parallel

e alle Innenwinkel sind rechte Winkel

e Diagonalen sind senkrecht zueinander

e vier Symmetrieachsen

e Punktsymmetrisch

e Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander

Flache des Quadrats

A= a?

Umfang des Quadrats

U=4-a

Diagonale des Quadrats

‘ d=a-v2

a+ B +v+d=360°
a=b=c=d

ale  blid
a=B=~v=46=90°
Diagonale: d = e = f
el f

a  Seite m
A Fliche m?

a=vA

a  Seite m

U Umfang m
_Uu

=3

a Seite m

d Diagonale m
d

a = ﬁ
Interaktive Inhalte:
=¥ |[d=a-v2 |[a- %
2.3.3 Rechteck
D él. c C
b &
59 f Z b
s - —
o B
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Geometrie

Viereck

Eigenschaftgen des Rechtecks

e Innenwinkelsumme: 360°

e gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang

e gegeniiberliegende Seiten sind parallel

e alle Innenwinkel sind rechte Winkel

e Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander
e zwei Symmetrieachsen

e Punktsymmetrisch

a

Fliache des Rechtecks

lle blld

a+f+v+d§=2360°
a=c b=d

a=B=~v=46=90°
Diagonale: d = e = f
Symmetrieachsen: s1, s2
Punktsymmetrisch zu Z

A=a-b b  Breite m
a Linge m
A Fliche m?
a= % b= %
Umfang des Rechtecks
U=2-a+2-0b b Breite m
a  Léange m
U Umfang m
a = U;2-b b= U722-a
Diagonalen des Rechtecks
‘ d=+a*+b? b Breite m
a Lénge m
d Diagonale m
b=+vVd?>—a®> a=+d?*—0b?
Interaktive Inhalte:
a=4 [o=4 [U=2a+2b |[a=U52t [[p=022 [ =V 1P |6=vV@—a | a=v@—
2.3.4 Parallelogramm
D
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Geometrie

Viereck

Eigenschaften des Parallelogramms

e Innenwinkelsumme: 360°

e gegeniiberliegende Seiten sind gleich lang
e gegeniiberliegende Seiten sind parallel

e gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof3
e Nachbarwinkel ergeben zusammen 180°

e Diagonalen halbieren einander

e Punktsymmetrie

Flache des Parallelogramms

A=g-h

Umfang des Parallelogramms

U=2-a+2-0b

Interaktive Inhalte:

2.3.5 Raute

@

U Umfang

a+ B +~v+ 6 =360°
a=c b=d

alle
a+ 6 =180°
a=v p=4§
Punktsymmetrisch zu Z

y+ B = 180°

m

Grundlinie m

m2

h=4

g9

m
m
m
b= U—-2-a

2
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Geometrie Viereck

Raute (Rhombus)

e Innenwinkelsumme: 360° a+ B +~v+ 6 =360°

e alle Seiten sind gleich lang ZH? ¢ ?HZ: d

e gegeniiberliegende Seiten sind parallel at+8=180° ~+ B =180°
e gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof3 a=y pB=96

Symmetrieachsen: si, s2

3 o
e Nachbarwinkel ergeben zusammen 180 Punktsymmetrisch zu Z

e Diagonalen sind senkrecht zueinander
e Diagonalen halbieren einander

e zwei Symmetrieachsen

e Punktsymmetrisch

Flache der Raute

A:%-e-f Diagonale f m
Diagonale e m

Flache m?>

e:% f=24

SIS

Interaktive Inhalte:

2.3.6 Drachen

d

a b

Fliache des Drachenvierecks

e Innenwinkelsumme: 360° a+B+v+4d=2360°
e zwei Paar benachbarter Seiten sind gleich lang ZH? d b|l|)d: ¢

o zwei Winkel sind gleich B=14

e cine Diagonale halbiert die andere Symmetrieachse: s

e cine Symmetrieachse

Flache der Raute

f Diagonale f m
e Diagonalee m
A Flédche m?

_24

A:%~e~f
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Geometrie Viereck

Interaktive Inhalte:

2.3.7 Allgemeines Trapez

Eigenschaften des Allgemeinen Trapezes

e Innenwinkelsumme: 360° a+ B +v+ 6 =360°
e zwei Seiten sind parallel alle
a+6=180° ~+ B =180°

o Nachbarwinkel ergeben jeweils zusammen 180°

Flacheninhalt Trapez

A= ‘LT“ -h ¢ Grundliniec m
a  Grundliniea m
h  Hohe m
A Flache m?
__2:A __2A __ 2-A
a=F—c c=7F"—-a h=7%

Interaktive Inhalte:

A=19<h a=2%4 ¢ c=24_gq h:%
2.3.8 Gleichschenkliges Trapez
D s1 c
< b
If
e/
e h
L N
A a I
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Geometrie

Viereck

Eigenschaften Gleichschenkliges Trapez

e Innenwinkelsumme: 360°

a+f+v+d§=2360°

e zwei Seiten sind parallel ?IHE "
e zwei Seiten sind gleich lang at+8=180° ~+ B =180°
e je zwei Winkel sind gleich grof3 a=8 y=96
e cine Symmetrieachse
e Diagonalen sind gleich lang
e eine Symmetrieachse
Interaktive Inhalte:
_ atc _ 2.4 _ 2.4 _ 2.4
A=55h |la=5"—c || c=5F —a || h= 2
2.3.9 Rechtwinkliges Trapez
D c C
& ¥
b
d = h
e
o
A a B
A= %ﬁ -h ¢ Grundliniec m
a  Grundliniea m
h  Hohe m
A Flache m?
az%—c cz%—a h = ffc
Interaktive Inhalte:
A= J[a=2—c (=% o (=28
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Geometrie

Polygone (n-Ecken)

2.4 Polygone (n-Ecken)
2.4.1 Regelmifiiges n-Eck

Seitenlédnge n-Eck: a = 2-rsin §
. - ., _ 360°

Mittelpunktswinkel: p = ==

Innenwinkel: o = 180° — i

Flache: A:n-AD:%-r2~sinu

2.4.2 Sechseck

Seitenlénge 6-Eck: a = r
Mittelpunktswinkel: p = % = 60°
Innenwinkel: o = 180° — 60° = 120°

A=32./3

a  Grundlinie a
A Flache
a=,/2%Z

3.3

m
m

2
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Geometrie Polygone (n-Ecken)

p= % V3 p  Inkreisradius m
a Grundliniea m

_p2

“= s

Interaktive Inhalte:

A= V3 |la= /7% =45 ][

N
o

&l
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Geometrie Kreis

2.5 Kreis
2.5.1 Kreis

I
d
‘ d=2-r ‘ r  Radius m
d Durchmesser m
r=4d
| A=r2.7 | 7 Kreiszahl 3,1415927
r  Radius m
A Flache m?
r=/A
U=2-r-7 | & Kreiszahl 3,1415927
r Radius m
U Umfang m
r=
Interaktive Inhalte:
=% |[A=ra | r= 2 |[T=zra][r-&
2.5.2 Kreissektor (Grad)
b
A
«
A=rra a  Winkel °
360 7 Kreiszahl 3,1415927
r  Radius m
A Flache m?
F= /AB60 , _ A360
_ 2 :
b= % Kreiszahl 3, 1415927

T
r  Radius m
a  Winkel

b  Kreisbogen m
b:360  , _ b:360

o2 T2

Interaktive Inhalte:
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Geometrie Kreis
I _ [ A360 _ A-360 _ 277 _ 1360 _ 5360
A= T3g0a r= \/ Q- =2 b= 7?:676& a2 = re
2.5.3 Kreissektor (Bogenmaf)
b
A
o
A=z z  Winkel x rad
2 r  Radius m
A Flache m?
=& a-22
b=r-zx ‘ r  Radius m
xz  Winkel x rad
b Kreisbogen m
r=t z-t
Interaktive Inhalte:
A:TZ'I r= % xz% b=r-x 7“:% x:% hier klicken
2.5.4 Kreisring
A=(2—rd) |7 Kreisaahl 3,1415927
ro Radius (4uBlerer Kreis) m
r;  Radius (innerer Kreis) m
A Flache m?
ra:\/é—i—rf T = r?l—é
Interaktive Inhalte:
’A:(rg—rf)-w ‘ Tq = %—&—rl r; = 7”2—%
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Geometrie Stereometrie

2.6 Stereometrie
2.6.1 Prisma

/
h
h h
G
G = a2 G = % . gx
Quadratisches Prisma Dreiseitiges Prisma
V=G-h h  Korperhthe m
G Grundfliche m?
V' Volumen m?
@ = ‘; h = %
O0=2-G+M M  Mantelfliche m?
G Grundfliche m?
O Oberflache m?
G=5" M=0-2-G
Interaktive Inhalte:
G=Y ||h=Y |[O0=2.G+M || G=5M |[M=0-2-G
2.6.2 Wiirfel
H
E
F
d
a
) (
a
n > B
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Stereometrie

Geometrie

’ V =a? ‘ a  Seite m
V  Volumen m?
a=2V

’ O =6-a> ‘ a  Seite m

O Oberfliche m?
a=,/2

’dza-\/?; ‘ a Seite m

d Raumdiagonale m

N
a—\/g

Interaktive Inhalte:

2.6.3 Quader

o|Q
SH
Il
=)
B
=)
I

Sl

)

c Hohe m
b Breite m
a  Lange m
V' Volumen m

V=ab-c

3

- Vv -V = Z
a= 3z b= a-c C=%a

c Hohe m
b Breite m
a  Léange m
O  Oberfliche m?

O—2-b-c b _ O—2-a-c O—2-b-a
2-(b+c) D

’ O=2-(a-b+a-c+b-c

Hohe m
Breite m
Lénge m
Raumdiagonale m

=VEB-F b=vE @& c=VE P&

d=VE TR+

QLo o0

Interaktive Inhalte:

_ _ Vv _ Vv _ Vv _ _ O—2b _ O—2-a-c _ O—=2:b-
V=atee o= =2 o= [0=2-@oraciog o 22k |[o=%25 |- %ai

d=va@ 7+ ||a=v@—P -2 ||b=vVP-a -2 || c=vVP-P—a |
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Geometrie Stereometrie

2.6.4 Pyramide

hg

Quadratische Grundflache

Rechteckige Grundflache

Volumen
V= %G -h Koérperhdhe h m  Meter
Grundfliche G m? Quadratmeter
Volumen V. m® Kubikmeter
G- =
Oberfliache
O=G+ M Grundfliche G m? Quadratmeter

Mantelflaiche M m? Quadratmeter
Oberfléche O m? Quadratmeter
G=0-M M=0-G
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Geometrie

Stereometrie

Quadratische Pyramide

Pythagoras im AABC d* = a? + a?
2
Pythagoras im ALM S h? = (g) + h?

2
Pythagoras im AALS 52 = (Z) + h?

Mantelflache M=4. %a - hy
Grundfliche G = a?

Oberflache O=G+M

Volumen V= %G-h V= %a2 -h

Winkel zwischen der Seitenkante und der Grundfliche
LCAS tann = %d

2
Winkel zwischen der Seitenflache ABC'S und der Grundfla-
che

£LSML +

a

tane =

[N

Pythagoras im A ABC d=+a?+a?
d=+/(3m)% + (3m)? = 4,24m
a

e (3

Pythagoras im A LM; S 2

3m\?
hi = (—) + (5m)2 = 5,22m

2
d 2

Pythagoras im A ALS s = (§> + h?

2
s= \/(4,224m> + (5m)? = 5,43m
Mantelflache M=4- %a - hy
M=4. %3m-5,22m =31, 3m?
Grundflidche G=a?
G = (3m)*> = 9m?
Oberflache O=G+M
O = 9m? + 31,3m? = 40,3m?>

1,

Volumen V= ga -h
1

V = Z(3m)? - 5m = 15m?

£LCAS tann = ﬁ
_ 5m

tann = Ta2im

n=67°

£LSM,L

tane = 4-
Ea
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Geometrie Stereometrie

Rechteckige Pyramide

Pythagoras im AABC d?* = a® + b2 Pythagoras im A ABC  d = +va? + b2
2 _ —
Pythagoras im ALM;S h? = (g) + h? d= o/ @ () = S -
b 2 Pythagoras im A LM; S hy = (g) + h?
Pythagoras im ALMsS h3 = () +h?

2
N hy = (37m> + (5m)? = 5,22m
Pythagoras im AALS 52 = <> + h?

2 2
1 1 Pythagoras im A LM>S ho = (9) + A2
Mantelflédche: M=2. 34 ho +2- 5b hy 2

2
Grundflache: G=a-b he = (4—m> + (5m)? = 5,39m
2 7
Oberflache: 0] :1 G+ M ) E
Volumen: V= gG -h V= 3% b-h Pythagoras im A ALS s =4/ (g) + h?
Winkel zwischen der Seitenkante und der Grundfliche >
_ 5m 2 _
LCAS tann = 4 5= < 5 ) + (5m)2 = 5,59m
2
Winkel zwischen der Seitenfliche ABC'S und der Grundfla- Mantelfzche: M=29. % a hy+2- % b-hy
h

che . M:2-%3m-5,39m+2-%4m-5,22m:37m2
£SMiL tan e = Ta Grundflache: G=a-b
Winkel zwischen der Seitenfliche AABC und der Grund- G = 3m - 4m = 12m?
Aiche Oberflache: O=G+M

h O = 12m? + 37m? = 49m?

LSMsL tan u = 1
Volumen: V= ga -b-h

ol
o

V= %Bm‘4m~5m:20m3
£LCAS tann = -

1

sd

2
5m

tann =

%Sm

n=63,4°

ALSM,L tane = %
za

tane = 20

%Sm
€e=173,3°
ALSMsL tan p =

tanp =

=

b

[N

5m

1
34m

w=68,2°

Interaktive Inhalte:

V=1iG-h || G=3Y || h

w
<

qf

O=G+M H G=0-M H M=0-G H Rechteckige Pyramide H Quadratische
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Geometrie

Stereometrie

2.6.5 Kreiszylinder

V=r2-n-h ‘ h  Korperhhe m

7 Kreiszahl 3, 1415927

F Radius m

V' Volumen m>

r=VE hmi
O=2-r-m-(r+h) ‘ h  Korperhohe m

m  Kreiszahl 3,1415927

r Radius m

O  Oberflache m?

r=0,5-(—h+,/h2+2) h=02rr

Interaktive Inhalte:

’V:TQ-W-h ‘ r=

<

O=2-r-m-(r+h) ‘

2.6.6 Hohlzylinder

r=0,5(—h+/h2+2)

_ 0—2.712
h = 2-r-m
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Geometrie Stereometrie

‘ V=0u}-rd)-n-h ‘ h  Korperhéhe m
m  Kreiszahl 3, 1415927
ro  Radius 2 m
r1  Radius 1 m
V' Volumen m3

_ |V 2 _ 2 \%4 _ \%
= w-h +T2 T2 = LT w-h h = (’l"%—’l‘g)“ﬂ'

V=0t rh [ =543 || n=yi-2% || =i

Interaktive Inhalte:

2.6.7 Kreiskegel

Hohe m

Kreiszahl 3, 1415927
Radius
Volumen

<33

m
m3

3V _ 3V
m-h h =

r= 2.

3

Mantellinie m

Radius m

Kreiszahl 3, 1415927
Oberfliche  m?

— 7 .8)24+4-t-O
o = . m-s+4/(m8)2+4-m
T 2.

O=r-mw-(r+s) ‘

QO 3 o»

@
Il

Mantellinie m

Radius m

Kreiszahl 3, 1415927
Mantelfliche  m?

M r= M
T s

M=r-m-s

i:}ﬁcn

w
I

Mantellinie m
Radius
Hohe

r=+vs2—h2 h=+s2—r2

s=ViE 12
|

>3 »
3 3

Interaktive Inhalte:

1. .2 _ /3V _ 3V _ . _ 0 _ —mesty/(m8)2+4-7-O
Vi=g-ro-m-h || r=yF || h=:= O=r-m-(r+s) ‘ s=LL T || r= o
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Geometrie Stereometrie

s=2 o= Nl s—vimse |[r=va—m |[h=v@— |

2.6.8 Kegelstumpf

ha N7
Kegelstumpf 51
2 hl
T
Kegelstumpf
Strahlensatz h =5m
ha _ 12 52 _ T2 ™ =3,14
hl r1 S1 r1 ro = 3m
hi =ho+h S1 =82+ s r1. =4m
-h
ho T2 s3  _ T2 hQ:Tm_
ho+h 1 sg+s 1 o m‘gm_wm
hQ'leTz'(hg-i-h) 82-T1:T2'(82+8) 2_477’1,—3771_
— — ] ] hi=has+h
ho-r1=7r9-ha+79-h | S9-T71 =79-S9+73-58 hy = 15m + 5m
hy-ri—ra-ha=mry-h | s3-11—T2-82="2"8 Pythagoras:
hy-(ri—mr2) =712-h sy-(r1—mry)=ra-s s2=/r3+h} si=+ri+h}
TR TS s2 = 1/(3m)? + (15m)? = 15,3m
hy = —1y S2 = 1y s1=+/(4m)? + (20m)? = 20,4m
b= ho + h S — 59+ 5 Mantelflache: M=r1-wm-81 —72-7" 82
1= 1= 72 M =4m -7 -20,4m — 3m - 7 - 15,3m = 112m>
Pythagoras: Grund- und Deckfliche: G=r?r D=rir
s3=r3+h: s2=ri4+h? G = (4m)?r = 50,3m?
. D = (3m)?*r = 28,3m?
Mantelflache: M=ri -m-81—1ro 7" ’
antetlache M-8 =TT 82 Oberfliache: O=G+D+M
Grund- und Deckflache: G=nr?r D=rin O = 50,3m? + 28,3m? + 112m? = 191m?>
Oberflache: O=G+D+M VisllirmeEms V= %r% 7Ry — %r% 7 ho
. — —p2 .. —Ir2.r.
Volumen: V=gri-mhi—gry-mh V= %4m2 .- 20m — %3m2 - 15m = 194m®

Interaktive Inhalte:
Kegelstump f ‘
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Geometrie

Stereometrie

2.6.9 Kugel

V:§~r3-7r

O=4-r°.-¢

|

Interaktive Inhalte:

m  Kreiszahl 3,1415927
r Radius m

V  Volumen m?

r  Radius m

7 Kreiszahl 3, 1415927

O  Oberfliche m?

— ./ O
r= T4

VZ%-T‘?’-W r=3 % ‘024-7“271' ‘ r= %
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Geometrie

Trigonometrie

2.7 Trigonometrie
2.7.1 Gradmaf} - Bogenmaf}

a(®) 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
a(rad) 0 m I I Im Zm kxS 2 T
b 0 0, 5236 0, 7854 1,0472 1,5708 2, 0944 2,3562 2,618 3,1416
r a(®) 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
a(rad) In > EXs 3n 2 I Hr 2
o 3,6652 3,927 | 4,1888 4,7124 5,236 5,4978 5, 7596 6, 2832

Definition Bogenmaf}

Das Bogenmafl des Winkels z (RAD), ist die Linge des

Kreisbogens b durch Radius r.
b

”

xr =
Beim Radius r=1 (Einheitskreis), ist das Bogenmafl des
Winkels 2 (RAD) die Lange des Kreisbogens b.

r=20

Umrechnung Gradmafl (DEG) - Bogenmafi (RAD)

o = 180 .
s
_ .
T =185 @&
Kreiszahl T

a in Gradmaf [°] (DEG)
x in Bogemaf [rad] (RAD)

teraktive Inhalte:

— 180 | —_ .
a=-"=- T =155 @

Kreisbogen:b = 3ecm  Radius:r = 2cm

b

a::;

5 = Jom

x =1,5rad
azl%o-x
m=3,14
xr=1,57rad
azlf%o-l,57rad
a=90°

T = 1g5 O
m=3,14
a=90°

v =348 00"
xr=1,57rad
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Geometrie

Trigonometrie

2.7.2 Definition

Sinus (sin) a

Py

Einheitskreis

Kosinus (cos) am Einheitskreis

Sinusfunktion f(x) = sin(x)

Kosinusfunktion f(z) = cos(x)

2 1 2
Py
b /‘ 1 | i
B PO Pg 27
P
Ps > To—1
6
Tangens (tan) am Einheitskreis Tangensfunktion f(x) = tan(x)
5
A
D1
/ 1 > 1 1 1 1 s
as P+
— | I (65} 2T
P3<|>: Prt 3 7
Py Py P P Py Ps Ps Pr Ps
o 0 30° | 45 60° | 90° | 120 135 150° | 180° | 210 225° 240 270 300° 315 330° | 360
T 0° %71’ iﬂ' %7\' %7‘(‘ %71’ %T( %71’ T %7‘(‘ %ﬂ' %ﬂ' %‘ﬂ' %ﬂ' %71' %Tr 2m
sina | 0 3 V2 i3] 1 v iv2 1 0 -1 —iv2 | -3v8 | -1 | -ivB | —1v2 -1 0
cosae | 1 | V3 | V2 1 0 -+ | -3V [ i3] -1 | -1v3 | -L12 -1 0 1 12 13 1
tana | 0 | 13 1 V3 o | —V3 -1 —-iV3 0 13 1 3 00 —V3 -1 13 0
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Geometrie

Trigonometrie

Trigonometrie - Einheitskreis - Funktionen

e Punkt auf dem Einheitskreis:
P(cosa/sina)

e Trigonometrische Funktionen:
Sinusfunktion f(z) = sin(z)
Kosinusfunktion f(z) = cos(x)

Tangensfunktion f(x) = tan(zx)

e Steigung :
tan(a) = sin(a) =m
cos(a)
Komplementwinkel

sin(90° — a) = cos(«)

c0s(90° — «) = sin(«)

Negative Winkel

sin(—a) = —sin(a)

cos(—a) = cos(a)
1

tan(—a) = (@)

Interaktive Inhalte:

Punkt auf dem Einheitskreis:
Pi(cos45°/sin45°) Pi(cos 37/sinim) Pi(3V2/3V2)
P5(cos90°/sin90°)  Ps(cos 37/singm) Pa(0/1
P5(cos240°/sin240°) Ps(cos 37°/singm)  Ps(

Trigonometrische Funktion:

f(3m) = sin(3m) = V2

f(im) = cos(im) = 1v3

f(3m) =tan(in) =1

5in(90° — 30°) = sin(60°) = cos(30°
c0s(90° — 30°) = cos(60°) = sin(30°

~— —

sin(—30°) = —sin(30°)
cos(—30°) = cos(30°)

tan(—30°) = 7“1”(1300)

’sina—cosa—tana ‘ sina =1y cosa=1x tana =m
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Geometrie Trigonometrie
2.7.3 Quadrantenregel
I. Quadrant , II. Quadranj III. Quadrang
1 Py
Qg = 12 Q3 = 240
sin(a) ¥ 0 n(a) 3 0
6he cos(af < 0
B kcos(a) > 0 g cos(a) < 0 ’ R ’
in (o)
P
Py (cos60°/ sin 60°) Ps(cos 240° / sin 240°)
IV. Quadra L.und III. drant II. und IV. Quadrant
Q A Qe tan(a) > 0 4 tan(a) <0

b

Oy

%

\]

sin (o) £ 0 —! — \
Py
Py (cos 300°/ sin 300°)
sina | cosa | tana DEG RAD
I. Quadrant + + + I. Quadrant @ be
II. Quadrant + - - IT. Quadrant | 180° -« | m—x
III. Quadrant - - + III. Quadrant | 180°+« | T+
IV. Quadrant - + - IV. Quadrant | 360° — « | 2w — x
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 108 https://fersch.de



Geometrie

Trigonometrie

« in Gradmafl

I. Quadrant 0° < a < 90°
sin(a) > 0 cos(a) > 0 tan(a) > 0
II. Quadrant 90° < ap < 180°
sin(ay) >0 cos(ag) <0 tan(ag) < 0
ag = 180° — «
sin(180° — a) = sin(a)
c0s(180° — o) = —cos(a)
tan(180° — a) = —tan(«a)
II1. Quadrant 180° < a3 < 270°
sin(az) <0 cos(ag) <0 tan(az) > 0
a3z = 180° + «
sin(180° + o) = —sin(a)
cos(180° 4+ o) = —cos(«)
tan(180° + «) = tan(«)
IV. Quadrant 270° < ay < 360°
sin(ay) <0 cos(ay) >0 tan(ay) < 0
ay = 360° — «
5in(360° — o) = —sin(a)
c0s(360° — o) = cos(a)
tan(360° — ) = —tan(«)

i — 1
sina = 3

I Quadrant: a; = 30°
IT Quadrant: ae = 180° — 30° = 150°
1

s o = -3

III Quadrant: a; = 180° + 30° = 210°
IV Quadrant: as = 360° — 30° = 330°
cosa = 32

I Quadrant: a; = 45°

IV Quadrant: as = 360° — 45° = 315°
cosa = —% 2

IT Quadrant: a; = 180° — 45° = 135°
III Quadrant: s = 180° + 45° = 225°

z in Bogenmaf}

I. Quadrant 0<z<3
sin(x) > 0 cos(z) >0 tan(z) > 0
II. Quadrant g <ma<m
sin(zz) > 0 cos(zz) <0 tan(zz) < 0
To =T —x

sin(m — x) = sin(x)

cos(m — x) = —cos(x)
tan(m — x) = —tan(x)
III. Quadrant T<ay< 37”

sin(zs) <0 cos(zz) <0 tan(zz) > 0
T3 =T+
sin(m + x) = —sin(z)
cos(m + ) = —cos(x)
tan(m + x) = tan(x)
IV. Quadrant 37” <xy <27
sin(z4) <0 cos(z4) >0 tan(z4) < 0
Ty =2m—2x

sin(2m — x) = —sin(z)

cos(2m — ) = cos(x)
(

tan(2m — x) = —tan(x)

sinx = %

I Quadrant: z; = %w

II Quadrant: o = 7 — %71' =37
sina = —%

III Quadrant: 1 =7 + ¢m = 7
IV Quadrant: 1 = 27 — %71- = %n-
cosz = 32

I Quadrant: z; = iﬂ'

IV Quadrant: xo = 27 — %7( = Zﬂ'

cosa = —% 2

II Quadrant: z1 =7 — %71' s
III Quadrant: xo = pi + %w = %ﬂ

NS

Interaktive Inhalte:

’sinafcosaftana ‘ sina =1y cosa =<z tana =m
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Geometrie Trigonometrie

2.7.4 Umrechnungen

tan - sin - cos

tano = Z(‘)‘;g sin 60‘1 = %1\/?7
sina = tan o - cos o COSGOO: 2 s00
cosq = sin o tan 60° = Zg\;/ﬁoo
tan o tan60° = 27 3
2
tan 60° = /3
tan 60° = 1,73
sin - cos
sina + cos’a =1 cos30° = 1/3
sina = V1 — cos2a sin 30° = v/1 — cos? 30°
cosa = /1 — sina sin30° = /1 — (3V3)?
sin30° = /1
sina = %
Additionstheoreme
szn(a + ﬂ) e Sina . COSB + coSoy - szn/B Sln(a —+ 300) = sino - 603300 + cosa - 87:774300
, . , sin(a +30°) = 2v/3sina + L cosa
sin(a — B) = sina - cosf — cosa - sinf3 2 2
cos(a+ B) = cosa - cosfS — sina - sinf
cos(a — B) = cosa - cosf + sina - sinf

) tana+tanf
1—tana-tanf
tcm(a _ ﬁ) _ tana—tanp
~ l1+tana-tanf
sin2a = 2 - sina - cosa

2 2 2

cos2a =2 - cos*a— 1 = cos*a — sin“a
_ 2-tana
tan2a = T tan?a

Interaktive Inhalte:

’ sin?a + cos?a =1 H sina = V1 — cos?a H cosa = V1 — sin?q ‘ tano = 324 sina = tanao - cosa cosq = SnQ

cosa tana

2.7.5 Rechtwinkliges Dreieck

C

a

sina = ¢ sinq = Segenkathete

¢ Hypotenuse
Hypotenuse

a  Gegenkathete zu «
a  Winkel

°8 B

a
sina

a=snma-c c=
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cosa = cosq = nkathete ¢ Hypotenuse m
c Hypotenuse
b  Ankathete zu ¢ m
a  Winkel °
b=cosa-¢c c¢= -
coso
tana = & tano — Segenkathete b  Ankathete zu o m
b Ankathete
a  Gegenkathete zu . m
a  Winkel °
a=tano-b b= =
anc

Interaktive Inhalte:

sina = 2 a = sino - c c= -2 cosa = L b=cosa-c c= L tana = & a = tano - b b= -2
C Stno C CcCoSx b tana

2.7.6 Sinussatz

C
b a
Q
C
A B
a b c ) a-sinf | a - siny
= = smoe = ———— S o =
sina  sinf  sinvy _ b.-sma b. scin'y
a b sinf=——— sinf=-——
. = a (&
sina  sinf
a b . . . c-sina . c-sinf
N = — /~smﬂ /-sma siny = ——— siny = ————
sina  sinf . .
. . b-sina c-sina
a-sinff=b-sinw /:b =— a=-——
a-sinf sin § gl
Sina — b:a«.smﬁ b:c'.sm,B
b sin o sin vy
a b
sihna  sinf oo 4-siny oo bosiny
a b . sin « sin 8
- = — /- sina
sina  sinf
b-sin«
"~ sing
a c
sinaw  sinvy
b c
sinf8  sinvy
Interaktive Inhalte:
e —_b _ _c q = bsina sina = Lsinb
sino sin siny sinf3 b
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Geometrie Trigonometrie

2.7.7 Kosinussatz

C
b a
@l
A ¢ B
2 2 2
a2=02+c2—-2-b-c-cosa a=vVb>+c2—2-b-c-cosa cosaz%
2 2 2 2 b
a*=b"4+c"—2-b-c-cosa —a 29 2 2
5 5 9 / b:\/a2+0272-a-c~cosﬂ cosﬁ:u
0=b;+c*—a*—2-b-c-cosa /+2-b-c-cosa 23_'1;3'02
2-b-c-cosa =b>+c? —a? /:(2:b-¢) c=+/a>+b—2-a-b-cosy COS’Y:ag.a.bc
b2 +c? —a?
cosq = ———
2:b-c
P=a?>+c2—-2-a-c-cosf
2=a>+b—-2-a-b-cosvy
Interaktive Inhalte:
a?=0"+c—-2-b-c-cosa "a:\/b2+02—2-b~c~cosa cosa:%
2.7.8 Kongruenzsitze - Berechnungen am Dreieck
Seite - Seite - Seite (SSS)
Seite ‘ Seite ‘ Seite
a ‘b ‘c C
1. Zwei Winkel mit Kosinussatz berechnen
a?=b+c*-2-b-c-cosa b o
a?=b*+c*-2-b-c-cosa / — a? /+2-b-c-cosa
2-b-c-cosa=b2+c? —a? /:(2-b-¢c)
b2 42 — g2 A B
cosq = —— €
2-b-c
entsprechend a=2,2 b=36 c=4
ﬁ_a2—|—02—62 _a?+ b 3,62 442 — 2,27
COSs - 4 c COS’Y— .a.b - COSO[—W
2. Fehlenden Winkel {iber die Winkelsumme im Dreieck berechnen cosa=0,8
a+ B+ =180° a = arccos(0, 8)
a=33,1°
cosﬁ—2’22+4273’62
o 2.2,2-4
cos 5 =0,4
B = arccos(0,4)
B = 63,4°
v =180° — 33,1° — 63,4°
v = 83,5°
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Geometrie

Trigonometrie

Seite - Winkel - Seite (SWS)

Seite | Winkel | Seite

a I5) c
a ~ b
b « c

1. Gegeniiberliegende Seite mit Kosinussatz berechnen
a?=b+c2—2-b-c-cosf

a=V2+c2—2-b-c-cosa

entsprechend

b=+a2+c2—2-a-c-cosf c=+/a2+b2—2a-b-cosy
2. Winkel mit Kosinussatz berechnen
a?=b>+c*—-2-b-c-cosa

a?=b>+c>-2-b-c-cosa |/ —a? /+2-b-c-cosa
2-b-c-cosa=b?+c? —a? /:(2:b-¢)

b2 4 c? — a?

cosa =
2-b-c
entsprechend
a’® +c% —b? a? + b2 —c?
COSB = cosy = ———"-—

. a . C . . b
3. Fehlenden Winkel iber die Winkelsumme im Dreieck berechnen
a+ [ +v=180°

A c

a=2,2 c=4 [=63,4°

b= /2,22 +42 —2-2,2-4-cos63,4°

b=3,6

3,62 4+ 4% — 2,22
23,64

cosa = 0,8

a = arccos(0, 8)

a=33,1°

v =180° — 33,1° — 63,4°

v =83,5°

Cos @ =
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Geometrie

Trigonometrie

Winkel - Seite - Winkel (WSW,WWS)

Winkel | Seite | Winkel ~ Winkel | Winkel | Seite
« c I5) « I3 a
Q@ b ¥ @ B8 b
I} a ~ Q@ 5 a
«a vy ¢
B v b
B Y c

1. Fehlenden Winkel tiber die Winkelsumme im Dreieck berechnen
a+ B+~ =180°

2. Eine Seitg uber den Sinussatz berechnen
a

sina  sinf
a b

— = — / -sin
sina  sinf
a-sinfg
b= —
sin a
entsprechend
c-sinf
sin vy
a-sinvy b-sin~y
= " CcC = -
sin « sin 8
b-sina c-sina
sin sin 7y

3. Fehlende Seite mit dem Kosinussatz berechnen
a?=b>+c2—2-b-c-cosf

a=V2+c2—2-b-c-cosa

entsprechend

b=+/a2+c2—2-a-c-cosf c=+/a2+b2—2-a-b-cosy

X

A c B

a=22 a=2331 B=0634°
v =180°—a -8
v = 180° — 33,1° — 63,4°

v = 83,5°
_2,2-5in63,4
" sin33,1

b=3,6

c:\/2,22+3,62—2-2,2~3,6-cos83,5°
c=4
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Geometrie

Trigonometrie

Seite - Seite - Winkel (SsW)

Seite | Seite | Winkel

a b o a>b
a b 15} b>a
a c @ a>c
a ¢ y c>a
b c 15} b>c
b c 0% c>b

a

sina  sinf
a

sina  sinf
a-sinf=b-sina /:b

. a-sinf
sinoe = ————
b
entsprechend
. b-sina . c-sina
sin 8 = siny =

a+ B+~ =180°

entsprechend

1. Winkel mit dem Sinussatz berechnen

= / -sinp /- sina

3. Fehlende Seite mit dem Kosinussatz berechnen

2. FehlendenaWinkel uber die W?nkelsumme im Dreieck berechnen

a?=b"4+c2—-2.b-c-cosf a=Vbh2+c2—2-b-c-cosa

c B

a=2,2 b=3,6 [=063,4°
2,2 -sin 63, 4°

3,6

a = arcsin(0, 5)

v =180° — 33,1° — 63,4°

b=+a>+c2—2-a-c-cosf3 c=+a2+b>—2-a-b-cosy

Interaktive Inhalte:
hier klicken

c=1/2,22+3,62 —2-2,2-3,6 - cos 83, 5°
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Funktionen

3 Funktionen

3.1 Grundlagen
3.1.1 Definition

Funktion f(x) A Keine Funktion g(x) 1

4 4 .

| —

2\l 2+
s S S = —
4 =2 2 /4 4 2 T

_9 1 _9 1

4 4 4 4

e Jedem Element x aus der Definitionsmenge D wird genau
ein Element y aus der Wertemenge W zugeordnet.

e Jede Parallele zur y-Achse schneidet den Graphen der
Funktion héchstens einmal.
e 1 - unabhingige Variable 1y - abhéngige Variable

e 7Zu jeder Funktion gehort ein Definitionsbereich. Fehlt die

Angabe des Definitionsbereichs, gilt D = R

Schreibweise

y = f(x) - Funktionsgleichung, Funktion
f(x) - Funktionsterm

frx—y
fraxe— f(x)

x-Werte werden auf y-Werte abgebildet
x-Werte werden auf f(x) abgebildet

Ein Tafel Schokolade kostet 2 €.
Wieviel kosten 1, 2, 3, 4, 5 Tafeln ?
x= Anzahl der Tafeln
y= Preis
|e|L1]2]3[4]5 |
lyl2]4]6]8]10]

D ={1;2;3;4;5}

W = {2;4;6;8;10}
Funktionsgleichung: y =2 -«

|o|1]2]3]4]4 |
|y 2[4]6]8[10]
keine eindeutige Zordnung = keine Funktion

y=2-x
f@)=2o

fiz—2-x
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Funktionen

Grundlagen

Definitions- und Wertebereich

" - 1
e Definitionsbereich y=(z+3)1+1= S+ 1 D=R\{-3} W =R\ {1}
Zahlenbereich der fiir x (unabhéngige Variable) eingesetzt 1 T+ T N

y=22 =/z D=R{ W=R]
werden darf. y = log,(z) D= R+ W =R
e Einschrankungen des Definitionsbereichs sind nétig bei:
- Textaufgaben, bei denen nur bestimmte x-Wert moglich
sind.
- Bruchfunktionen: Division durch Null ist nicht erlaubt.
(Nenner # 0)
- Wurzelfunktionen: unter der Wurzel (Radikant) dirfen
keine negativen Zahlen stehen. (Radikant > 0)
- Logarithmusfunktionen: das Argument muss positiv sein.
(Argument > 0)
e Wertebereich
Zahlenbereich den y (abhingige Variable Funktionswert)
annehmen kann.
3.1.2 Umkehrfunktion
Funktion umkehl‘b& R // Funktion nicht um e}{kbar R Funktion abschnitt wé%se umkehrbar
f@)=32+24 T
7
/
P(-2,1) 2 // 2\
/
/ ( ’
< ! V) Vv ! > < ! ! Fa ! >
o~ T /Y T e o~ T T U T [l
— — / _ _
4 2 \/ 2 4 4 2 \ / 4
—2 1+ ¥ 2 . _
/
// P’(1,-2) \/
4 ¥ 4 1
4 4
y== //V i) =220 -4 \:

Definition der Umkehrfunktion
e Jedem Element y aus der Wertemenge W wird genau ein | Funktion: f(z) =iz +2 f:y=1z+2
Element x aus der Definitionsmenge D zugeordnet. || -8 ]-2[-1]0]1 |2]|3 [4]|5 |

. . . . |y (051 |L5[2[25][3]3,5[4]4,5]|
e y - unabhéngige Variable x - abhéngige Variable D = {—3; -2 —1;0;1;2; 3;4; 5}
e Funktionen sind umkehrbar, W ={0,5;1;1,5;2;2,5;3;3,5;4;4,5}
- wenn die Graphen der Funktion im Definitionsbereich
streng monoton steigen oder streng monoton fallen. Umkehrfunktion: f~1(z) =2c —4 f~l:y=2z—4
- wenn jede Parallele zur x-Achse den Graphen der Funktion | |« | 0,51 |[1,5[2|25[3|3,5[4]4,5|
hochstens einmal schneidet. | yl‘ =3 [-2[-1]o]1 [2]3 [4af5 |

_1 1 D™ ={0,5;1;1,5;2;2,5;3;3,5;4;4,5}

® D™ =W W~ =D W ={-3;-2,-1;0;1;2;3;4;5

z|1]2]3]|4 |5
y|[2[4]6]10] 10|
keine eindeutige Zordnung = keine Umkehrfunktion
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Funktionen Grundlagen

Schreibweise
x = f~!(y) - Umkehrfunktion |z |1]2]3]|4]|5 |
fry—x y-Werte werden auf x-Werte abgebildet [y [2]4[6[8[10]
. _ D = {1;2;3;4;5}
Nach dem Vertauschen der Variablen: W = {2;4;6;8; 10}
y = f~(z) - Umkehrfunktion Funktionsgleichung: y = 2 - =

|o|1]2]3]4]4 |
jyl2[4[6[8]10]
keine eindeutige Zordnung = keine Funktion

Ermittlen der Umkehrfunktion

Graphisch: Funktionsgraph an der Winkelhalbierenden y = | y=2-2 -3 /43 /:2
+3 _
x spiegeln. ?T 12
Viy+d3=g
Algebraisch: Funktionsgleichung nach x auflésen und die Va- 925 =1 ?2/ .
riablen x und y vertauschen. [y = % Y+ %
Vertausche der Variablen:
y=3-a+;
fra)=3-2+3
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Funktionen

Lineare Funktion

3.2 Lineare Funktion
3.2.1 Ursprungsgerade

y=2-x A y=20,2-x
4 1+ 4 y=-z 4 A
P
2 T 2 2
Ay =2 7\
-« | ray | Ly | | raY | | Q; | | ray | Ly
T T U s — 1 T 7 T 1 T 7 T T J T 7
-4 =2 4 -2 2 4 -4 =2 2 4
1 -2 -2
—4 + —4 —4
Y
Ursprungsgerade
y=m-x y=umn-w
Ay y=2-x m =2
Steigung-Proportionalitatsfaktor: m= Riijy) z=41
Az 29 121 "R(L/1)
m >0 steigend y 2 2
m =20 y = 0 entspricht der x-Achse i = &
m <0 fallend Q(5/11) Yy 211 r=5
Winkelhalbierende des I und 111 Quadranten: y = z e = g y=sz
Winkelhalbierende des IT und IV Quadranten: y = —x
rx=*2
P(z/3) y=-1-z
m=—1 y=3
3=-1-z
z=-3 P(-3/3)
Interaktive Inhalte:
[ Funktionsgraph | [ Wertetable a=2 |[m=1 |
3.2.2 Graph und Eigenschaften
4
2
- - | | raY | b
€ s T T U T -
4 -9 4
-2
g7y =3
—4 g8:y=—1
g9:x =2
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Funktionen Lineare Funktion

Gerade - lineare Funktion

y=m-x+1t f@y=m-z+t D=R W=R gl:y=x+1
A . A 1
Steigung: m = A—y Steigung: m = FZ =7=1
T .
m >0 steigend m >0 steigend
y-Achsenabschnitt: ¢ = 1
m=20 parallel zur x-Achse 1
g2:y=zx—1
m <0 fallend Stei . Ay 1
. eigung: m = = = o
y-Achsenabschnitt: t m>0 steigend
Besondere Geraden: y-Achsenabschnitt: t = —1
ey = —L1p
y=0 x-Achse 931y = 3T gy 1
y=t Parallele zur x-Achse im Abstand t Steigung: m = Az 3
=0 _Achse m <0 fallend
o Y y-Achsenabschnitt: t = —3
=k Parallele zur y-Achse im Abstand k g5 y=4z+1
Steigung: m = 4

Ay 4
T Az 1
y-Achsenabschnitt: ¢ = 1
P(-1/y) z=1
y=4-(-1)+1
y=-1 P(-1/-3)

Schnittpunkt mit der x-Achse - Nullstelle

y=mx+1 gd:y=—2x—2
y=0 mz+t=0 V==2m=2 /+2
—_t 2=-2z /:(=2)
=
m r=—-1 Q(-1/0)

Schnittpunkt mit der y-Achse

=0 y=m-0+t Schnittpunkt mit der y-Achse: x =0
_ go:y=—x+2
y=m-0+t y=—-1-0+2
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Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse

Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofier als die Nullstelle ghy=4x+1=0

wéhlen und das Vorzeichen des Funktionswerts in die ix +1 T 0 / / 4_ 1
r = — 8

Vorzeichentabelle eintragen. -1

r=—

4
Wert kleiner als die Nullstelle wahlen: x = —1

< <
R Bl M g5 y=4-(-1)+1=-3

f(z) 0 Minuszeichen eintragen
Wert grofler als die Nullstelle wéhlen: z =0
f(z) > 0 Graph oberhalb der x-Achse g5iy=4-(0)+1=+1
- f(z) < 0 Graph unterhalb der x-Achse Pluszeichen eintragen
Vorzeichentabelle:
s<|-1[<=
fl@)|] = 10

f(z) >0 Graph oberhalb der x-Achse
4z +1>0 fir €] — 1;00[
= f(z) <0 Graph unterhalb der x-Achse

dz+1<0 fir z€—o0;—1

Interaktive Inhalte:
’ Funktionsgraph ‘ Wertetable ’ Eigenschaften ‘ ’ y=m-x+1t m= 4= T

3
|
~
<
|
~

m

’ t=y—m-x

3.2.3 Geradengleichung aufstellen

gl:y=aox—-1 A gQ:y:—%m—Q—Q%A g3:y —1%27—%“
44 it \ 1
A(‘m’% A(-2/3) X
2 1 A(3/2) 2 2 1
/Ay—4
<o e e T e
-4 =2 2 4 -4 =2 2 4 -4 =2 2 4
B(-1/-2) va 2+ -2 4
Az =4
—4 + —4 + —4 +
Y \ Y
Gerade durch 2 Punkte
=m- A@3/2) B(-1/-2)
y=m-x+1 e
A(za/ya)  B(zb/yb) m=371
Ay ya—yb m=1
m=-—-—=——-—
Az  za—2xb 2=1-3+¢
t=ya—m-za 2=3+t /-3
t=2-3
t=-—1
gr:y=xz—1
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Funktionen Lineare Funktion

Gerade durch den Punkt A mit der Steiung m

y=m-v+t A(=2/3)  m=—3
) 3=—1-(-2)+t
A(za/ya) Steigung: m 3=24¢ /-2
t=ya—m-za t=3-12
t=21
g2:y=—3x+23
Gerade durch den Punkt A und den y-Achsenabschnitt t
A(za/ya) y-Achsenabschnitt: t A(=2/3) t=-3
miya—t 3:m-(—2)—%

— za 3:m.(_2)_§ /_1_%
3+:=m-(-2) /=2
m=—12
g3y = —1%9& = %

Interaktive Inhalte:
2 Punkte ’ Punkt und Steigung H Punkt und y-Achsenabschnitt
3.2.4 Gerade - Gerade
A
4 %W/
2
I~
| | |
T T J 7
—4 -2 >
—2/4-gl iy =22 —1
g2:y=2x+2
4 F93:y= S+l
\J
Parallele Geraden
gl:y=mixz+t 921y = max + 1o gl:y=2x—1 g2:y=2x+2
mp =mg = gl | g2 mi = me
2=2
=gl | g2
Senkrechte Geraden
gl:y=miz+t g3:y=m3r+13 gliy=2z-1 g3:y=—3z+1
mip-mg=—1=gl11g¢g3 mi-mo = —1
2-—1=-1
=gl 1 g3
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Funktionen

Lineare Funktion

Schnittpunkt zweier Geraden

gl:y=mix+1t;

g3y =msx +t3

e Terme gleichsetzen:
mix + tl = MaoX +t2

o x-Wert durch Umformen berechnen

y-Wert zu berechnen.

e x-Wert in eine der beiden Funktionen einsetzen, um den

Interaktive Inhalte:

‘ Funktionsgraph

‘ y=mix + 1y

Yy =mox + 1t

gr:y=2zrx—1
2r—1=-1iz+1
2r—1=—-1z+1 /+ 3z
27z—-1=1 /41

gg:y:—%x—i—l

21z = /2%
__ 4
r=73
g1:y:2-%—1
S(3/3)
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Funktionen

Quadratische Funktion

3.3 Quadratische Funktion
3.3.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Parabelgleichung

y=a?

y=azx?+br+c

Normalparabel
Allgemeine Form
y=alr —xs)? +ys
y=a(zx —x)(z — z2)
a Formfaktor

a>0

Scheitelform

faktorisierte Form

nach oben geéffnet

a<0 nach unten gedffnet

la| > 1 gestreckt

la| <1 gestaucht

Ts Verschiebung in x-Richtung
Ys Verschiebung in y-Richtung
S(zs/ys) Scheitelkoordinaten

T1, T Nullstellen

4 6

Yy = z2 4+ 1

iy =22 — 2

fy=(z—2)°

sy = (z + 3)2

sy = (x4 3)2 1
pl:y=2> S(0/0) Normalparabel nach oben gedffnet
p2:y=—x* S(0/0) Normalparabel nach unten gedffnet
p3:y =222 S(0/0) a=2 gestreckt
pd:y=1iz? S5(0/0) a=+ gestaucht

1 nach oben verschoben
2 nach unten verschoben

phry=2>+1 S(0/1)
p6:y=2>-2 S(0/—2)
pT:y=(x—2)* S(2/0) 2 nach rechts verschoben
p8:y=(z+3)* S(-3/0) 3 nach links verschoben
p9:y=(x+3)2 -4 S(—3/—4) 3 nach links verschoben und
4 nach unten verschoben

Definitions- und Wertebreich

D=R
a>0 W = [y-Wert des Scheitels; co[
a <0 W =]—oo;y-Wert des Scheitels]

p2:y=—z> 5(0/0)
D=R W =]—o00;0]
p9:y=(x+3)2 -4 S(-3/—4)
D=R W =][-4;00]

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Funktionen

Quadratische Funktion

Schnittpunkt mit der x-Achse - Nullstellen

y=azx?+br+c
y=20 ax?+br+c=0
—bExVb2:—4-a-c

2-a
Diskriminante: D =42 —4-a- ¢

D = 0 eine Nullstelle
D > 0 zwei Nullstellen
D < 0 keine Nullstelle

Ti/2 =

pd:y=x>+6z+5=0
12> + 6z +5=0
—-6++v62—-4-1-5

Ti/2 = 2.1
. —6+ 16 —6+4
1/2: =

2
v _—6—1—3 z _—6—4
T 2T
x1:—1 332:—5

D > 0 = zwei Nullstellen
pd:y=2a>+6z+5=(x+5)(x+1)

Schnittpunkt mit der y-Achse

phriy=2"+1=0

—-0+v02—-4-1-1
T1/2 = 2.1
—0++v—-4
Ti/)2 = —5

2
D < 0 = keine Nullstelle

p8:iy=2"4+6x+9=0

—6++62—-4-1-9
AR = 21

—6+£v0 —6=+0
x1/2: =

2 2
Z12 = —3 D = 0 = eine Nullstellen

p:y=ax’+br+c
=0 p:y=a-02+b-0+c
px)=c  Q(0/c)

pd:y=2a’>+6z+5
y=0+6-0+5
y=5  Q(0/5)

Allgemeine Form in Scheitelform

Allgemeine Form:

y=azx?+br+c

Scheitelform:

y=alr—1xs)®+ys

Quadratische Erginzung:
y=ax?+br+c
y=a(@®+ o+ () — (35)%) +¢

a

2
y=al(z+55)" — (55)°] + ¢

Scheitelformel:

S(s/ys)
S(—afe— 15

T 24al/%7 4a

quadratische Ergédnzung
pd:y=a>+6x+5

p9:y = (2?4 62 + 5)

p9:y = (x® + 6z + 3% — 32 +5)
p9:y=[(z+3)> -3 +5]

P9 iy =[(w+3)72—-9+5
p9:y=[(z+3)* -4
p9:y=(z+3)*—4
Scheitel(-3/-4)

Scheitelformel
y=a>+6z+5
s = —2%

s = —3

ys=>5— %i

ys = —4
Scheitel(—3/ — 4)
p9:y=(x+3)*—4

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable ’ y=a-22+b-x+c ‘ ’ FEigenschaften ‘

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Funktionen

Quadratische Funktion

3.3.2 Parabelgleichung aufstellen und umformen

Parabelgleichung aus 2 Punkten und dem Formfaktor

Gegeben: Formfaktor a und Punkte A(z,/y,) und B(xp/yp)
e Formfaktor a und Punkt A(z,/y,) in die Funktionsglei-
chung einsetzen.

Yo = ax2 + bxy +C

o Formfaktor a und Punkt B(zp/y) in die Funktionsglei-
chung einsetzen.

Yp = az% + bxp + ¢

siehe Losung von linearen Gleichungssystemen

Parabelgleichung aus Formfaktor und dem Scheitel

Formfaktor a und Scheitel in Scheitelform einsetzen:
y=a(r—xs)?+ys
Binomische Formel auflésen:
y=a(x®> -2 -z -1s+xs?) +ys

y=a-22—-2-a-x-x5+a-x5°>+ys

Parabelgleichung aus einem Punkt und dem Scheitel

Punkt A(x,/y,) und Scheitel S(z,/ys)in die Scheitelform

einsetzen und nach a auflésen. y, = a(x, — rs)% +ys

Parabelgleichung aus Formfaktor und Nullstellen

Formfaktor a und Nullstellen in die faktorisierte Form
einsetzen.

P(z1/0)  Q(z2/0)  a

y=a(z—z1)(x — 22)

y=a(x®> —x1 - — 29 -7+ 11 72)

y:axz—a~x1~x—aox2~x+a~x1'xg

Interaktive Inhalte:

a=—2 A2/ -1)
Formfaktor a einsetzen:
y=—2z2+bx+c
I)Punkt A einsetzen
—1=-2-224+b-24c¢
—1=-8+2b+c /+8 /—2b
—1+8—-2b=c¢

7T—2b=c

IT)Punkt B einsetzen
4=-2.- (=12 +b-(-1) +c
4=-2—-1b+c

Tin IT

4=-2—-1b+7—-2b

B(=1/4)

4=5-3b /=5 /:(=3)
b:475
—3
=1
- 3
c=T7-2-1
626%

Formfaktor: a = —1 S(2/-3)
y=a(z—xs)* +ys
y=—3(r—2)°>-3

_ 1.2 2
y=—5(*—4x+2°) -3
y:—%m2+2x—5

A2/ —4) S(1/2)
y=a(x—xs)® +ys
—4=a(2-12+2
4=1-a+2 /-2 /:1

_ —4-2
W= =
a=—6

y=—6(x—1)%+2
y=—6(z% — 2z 4+ 1%) 4+ 2
y=—6x>4 12z — 4

Nullstellen 1 = 1 7

P(/0)  Q(~4/0)

y = a(z —z1)(z — z2)
y="Tx—1)(z+4)
y=T(z? + 42 — 1z — 4)
y=T7(2*+ 3z —4)
y=Tz? + 21z — 28

o = —4 a
a="17

’ Funktionsgraph H Wertetable H 2 Punkte und Formfaktor H Scheitel und Formfaktor H Scheitel und Punkt H Nullstellen -
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Funktionen

Quadratische Funktion

3.3.3 Parabel - Gerade

A . \ . A .
6**1)1:1/:71,‘)7590 *pg:y:712+21772 6**p;;:y:7x2+2172
glzy:—%z—&-Q go:y=—2x+2 g3 :y=—2x+3
. | 4 -
L |S2
2 \ \ 2 +
- | [aY | [ | | [aY | | [ - | e | | 3
T T U T T | T U T T T T T U T T T
-6/ -4 =2 2 4\6\ -6 -4 =2 [\2 4 6 -6 —4 -2 4 6
—2 -2 RB -2
—4 + —4/ + 4/ 4+
—6 + -6 4+ 6 4
Y \J \]

pry=ax+br+c
Terme gleichsetzen: ax? + bx + ¢ = mx + t

g:y=mx+1

Losung der quadratischen Gleichung;:
ax?+br+c=0

—bEtVb2—4-a-c

T1/2 =

den y-Wert zu berechnen.

Term nach Null umformen: az? + (b—m)xr +c—t =0

2-a
Diskriminante:
D=b—-4.a-c
D=0 Gerade ist Tangente - Beriihrpunkt
D>0 Gerade ist Sekante - zwei Schnittpunkte
D <0 Gerade ist Passante - keinen Schnittpunkt

Die x-Wert(e) in eine der beiden Funktionen einsetzen, um

plzy:—xz—Sm
—1x2—5x:—%x+2
—13:2—5304—%9:—2:0
—1z® — 41z —-2=0

+41 + \/(74%)2 —4-(=1)-(-2)

glzyz—%x+2
[+ 3/ -2

T1/2

2-(=1)
1

+41 + /121
T1/2 = ; _12

45+ 32
Ti/2 = 7272 2

41 +31 41 — 31

o = 2_22 i — 2_22
xr1 = —4 To = 7%
D >0 Gerade ist Sekante - zwei Schnittpunkte

y=—-1(-4)°-5(-4) =4
y=—5(=3)+2=2;

S1(—4/4)
S2(—3/27)

poiy=—a>+2c—2 go:iy=—2x+2
2?42 —2=—2zx+2
2422 —-24+22—-2)=0
—2? 44z —4=0
—44 /122 —4-(-1)-(—4)

Ti/2 = 3. (71)
—4£+0 —4£0
/2= T )
—4+0 —4—-0
Ti/2 = ;) T2 = ;)
T1/9 =2
D=0 Gerade ist Tangente - Beriihrpunkt
y=-2
B(2/-2)

p3 iy =—x°+ 22 —2
2?42 —2=—-22+3
—a? 425 —2+2x—3)=0
—z? +4r—5=0

-4+ /4 -4-(-1)-(-H)

gz:y=—2x+3

Ty1/2 =

2-(-1)
—4+ /-4
T2 =g
D <0 Gerade ist Passante - keinen Schnittpunkt
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Funktionen

Quadratische Funktion

Interaktive Inhalte:
’ Funktionsgraph H Wertetable H Parabel-Gerade

3.3.4 Parabel - Parabel

6 -
4 -
- | [aY | [ | /\ | [ - |
T T U T T T
6 —4 -2 Vi o6 =6 6 -6
-2 So -
4 L
p1:y=1,522 —6z+3 ps iy =a% +
—6 pg:y:0,5x272m *p4:y:—§x2+z+1%

p1iy=aaz®+bz+c
Po iy = o + box + Co
Terme gleichsetzen:
a122 + b1z + 1 = asx? + box + ¢
Term nach Null umformen:
ar’ +br+c=0
Losung der quadratischen Gleichung:
—bEV2—4-a-c
2-a
Diskriminante: D =b* —4-a - ¢

D = 0 Beriihrpunkt
D > 0 zwei Schnittpunkte

D < Okeinen Schnittpunkt
Die x-Wert(e) in eine der beiden Funktionen einsetzen, um

Ti/2 =

den y-Wert zu berechnen.

p1:y:1%x2—6x+3 pg:y:§x2—2x
1%x276m+3:%x2721

132> —6z+3— (32> —22) =0

la* —4z+3=0

+4+4/(-4)%—-4-1-3
Al = 2.1
+4+/4 442
Ti)2 = —(f5 = "5
b At2 . 742—2
1T 2T g
x1:3 .’L'2=1

D > 0 zwei Schnittpunkte
y=11.3°-6-3+3=-11  Si1(3/—13)
y=11-1>—6-1+3=—-11  S(1/—11)

Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph H Wertetable H Parabel-Parabel

pgzy:x2+2 %
2’ 4+2— (12 +2+13)=0
1322 -1z +3 =0

+1+4/(-1)*-4-1%.1
T1/2 = 2.1%

+1+ /-2
T1/2 = 3

D < 0 keinen Schnittpunkt

p5:y:%a:2—3x+2 p6:y:—%x2—lm+1
y=122"-3z+2=—-32"-la+1

107 —3z+2— (-3 -1z +1)=0

1l —2z+1=0

+244/(-2)2-4-1-1
Ti/2 = 2.1
+2+0
Tijpg = ——H—
Qi%
Ti/2 = —5—
2+ 2-0
1= —— T2 =~
1 =1 2 =1 D =0 Berithrpunkt B(1/— 1)
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Funktionen

Eigenschaften von Funktionen

3.4 Eigenschaften von Funktionen
3.4.1 Symmetrie

Punktsymmetrie Achsensymmetrie

. ()

Punktsymmetrie zum Ursprung - ungerade Funktion

f(-x) f(x

\
\]

-X ‘ x

‘ f(=z)=—f(z) = f(x) ist eine ungerade Funktion

Achsensymmetrie zur y-Achse - gerade Funktion

f(z) = —22° 4 32°

f(-z)=-2-(-2)°+3- (-=)?
f(—z)=—(-2-2°+3-2°)
f(-z) =

—f (z) = f(z)ist eine ungerade Funktion

‘ f(=z) = f(z) = f(z) ist eine gerade Funktion f@)=a*+2-22+1
f=2)=(-a)* +2- (-2)* +1
f(—z)=2*+2 2> +1
f(—=z) = f (z) = f(z)ist eine gerade Funktion
3.4.2 Monotonie
monoton streng monoton streng
fallend monoton steigend monoton
fallend Fay)teigend fla2)

A X9
1 < X2
monoton steigend f(z1) < f(z2)
streng monoton steigend sms  f(z1) < f(x2)
monoton fallend f(z1) > f(z2)
streng monoton fallend — smf  f(z1) > f(x2)
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Eigenschaften von Funktionen

3.4.3 Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

T+ 2 z—2
ls@="—5 o} i@ =e- (e
4+ 4+
2 + 2 +
Ly - T ! Ly <! ! (A ! Ly

T a T T T T T Y T T

6 -6 —4 4 6 -6 -4 =2 2 4 6
2 4
—4 —4 4
_ -6 +
Y

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

f(z)=0
o Vielfachheit der Nullstelle gerade

- Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel (VZW)

- Bertihrpunkt mit die x-Achse ( Hoch- oder Tiefpunkt )
e Vielfachheit der Nullstelle ungerade

- Nullstelle mit Vorzeichenwechsel (VZW)

(siehe Algebra-Gleichungen)

Funktionsterm gleich Null setzen und die Gleichung l6sen.

fi(z) = 2 — 42® + 4o = x(2® — 4o + 4) = z(x — 2)°

Einfache Nullstelle mit VZW: z =0 N, (0/0)
Zweifache Nullstelle ohne VZW: z = 2 N»(2/0)
fo(z) = g5(x + 1)(z — 2)*(z + 3)°

Einfache Nullstelle mit VZW: z = —1 N1(—1/0)
Zweifache Nullstelle ohne VZW: z = 2 N2(2/0)
Dreifache Nullstelle mit VZW: z = —3 N3(—=3/0)

fal@)==z- ("2 - 1)

(z—2) _ 1 _
- Schnittpunkt mit die x-Achse z(r,@ _ 11 =0 /1n /+1
Einfache Nullstelle mit VZW: f (z) = (x — z1) - .. z—2=1In(1) /+2
Zweifache Nullstelle ohne VZW: f (z) = (x — x1)? - .. T =2
Dreifache Nullstelle mit VZW: f (z) = (z — z1)3 - ..
Vierfache Nullstelle ohne VZW: f (z) = (z — x1)* - ..
Schnittpunkte mit der y-Achse
x=0 in den Funktionsterm einsetzen. fi(z) = 2 — 42® + 4o = x(x® — 4o+ 4) = 2(x — 2)°
f1(0)=0%—4-0>+4-0=0
P(0/0)
fa(z) = g5 (z +1)(z — 2)*(z + 3)°
f2(0) = 5 (0+1)(0 — 2)*(0 + 3)° = 2,16
Q(0/2,16)
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Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse

Bei Funktionen kann sich das Vorzeichen nur an den Null-

fi(z) = 2 — 42 + 4o = x(2® — 4o + 4) = z(z — 2)?
stellen oder den Definitionsliicken d&ndern. Einen beliebigen L0
—1<

Nullstellen: z1 =0 1z = 2
Wert kleiner als 0 wéhlen: fi(-1) =

Wert zwischen 0 und 2 wahlen:

0<1,2<2 f1(1,2) =0,768 > 0 = +

Wert grofer als 2 wéhlen: 3 > 2 f18)=1>0=+

1<0= —
Wert kleiner bzw. gréfler als die Nullstelle wiahlen und das <=

Vorzeichen des Funktionswerts in die Tabelle eintragen.
Vorzeichentabelle mit f(x)

Vorzeichentabelle:
x < xr1 <z
7@ T 0 — r< |0 <zx<|2|<zx
Graph | oberhalb 0 unterhalb f(m) — 0 + 0 +
+ f(x)>0  Graph oberhalb der x-Achse €]0;2[ U ]2500[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse
- f(x)<0  Graph unterhalb der x-Achse z E] — 005 0[ f(l’ < 0 unterhalb der x-Achse
+ 2
fs(2) ==
Definitionsbereich: D =R\ {3}
x1 = —2 1-fache Nullstelle
Vorzeichentabelle:
r< | 2| <z<|3|<z
() | + 0 — 0] +
x €] —o0;—2[ U ]3;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse
z €] —2;3[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse
fa@) =z (2 - 1)
x1 = 0; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle
< |0 <z<|2|<=x
f(as) + |0 — 0| +
€] —o0;0[ U 12500 f(z) >0 oberhalb der x-Achse
T 6]0; 2] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse
3.4.4 Asymptote
fi(z) = 74—26 ﬁ f2 (z) =logy(x *é)ﬁ? fa(z)=2"+1 6 2
4 + 4 + 4 +
HA y=2 9 9
VAz=1 _/ HA y=1
| Il Ay Il Il [ -l Il Ay Il [ | Il Y Il Il |
< f o f f > f 6 f f > f —8 f f >
-6 -4 =2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 =2 2 4 6
-2 + -2 + -2 +
VAz=1
—4 + —4 + —4 1
—6 + —6 + —6 1
\J \] \J

HA - Horizontale (waagerechte) Asymptote; VA - Vertikale (senkrechte) Asymptote - Polstelle

Definition

Eine Asymptote ist ein Gerade, der sich eine Funktion be-

2
filz) = 212
nicht kiirzbare Nullstellen des Nenners
VA:z=1 HA:y=2

liebig weit annéhert. (siehe Analysis - Grenzwerte)
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Horizontale (waagerechte) Asymptote

Funktionsgleichung: y = a fa(z)=2"+1
HA:y=1

Vertikale (senkrechte) Asymptote - Polstelle

Funktionsgleichung: z = b ‘ fo (x) =log,(z — 1) +2
VA:z=1

3.4.5 Verkniipfung von Funktionen
Addition von Funktionen

(@) = f(x) +g(x)

N

flz) ==
g(x) =e*
u(z) = f(z) + g(x)
u(z) = 2 4 e”
Subtraktion von Funktionen
(@) = f(z) — g(=) i) =
g(z) = e”
u(z) = f(z) — g(x)
u(z) = z? — e”
Multiplikation von Funktionen
(@) = f(x) - g(a) ) =7
g(x) =e*
u(z) = f(z) - g(x)
u(x) = z? - e”
Division von Funktionen
_ @) f(w) =
u(z) 9(@) o) 6;( |
u(zr) = L2
9(x)
u(r) = &
Verketten von Funktionen
dufere Funktion f(x) - innere Funktion g(x) f(z) =22
u(x) = f(g(x)) oder fog=f(g(x))  fnachg 9% - ?”“(f)(g))
auflere Funktion g(x) - innere Funktion f(x) v(z) = g(g”(x))
v(z) = g(f(x)) oder go f = g(f(z)) g nach f v(z) = e’

Interaktive Inhalte:
’ Funktionsgraph ‘
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Funktionen

Eigenschaften von Funktionen

3.4.6 Abbildung von Funktionen

Verschiebung in y-Richtung VeI‘SChieblzll’lg in x-Richtung

Streckung in y-Richtung

Stauchun% in x-Richtung

fi(z) A\z? fi(e) =a® fi(z) =2 o
fa(z) =\~ +: fa(z) =9 2~ fox) = (22)° T
< / / / > < / > < / \/ / >
T I T T T I T ) T T
—2 0 2 —2 0 2 —2 0 2 -2 0 2
Verschiebung des Graphen in y-Richtung
y=f2)+d file) =2*  fala) =2®+2
Verschiebung um d=2 in y-Richtung
gi(z) =€ ga(x) =€" -3

Verschiebung des Graphen in x-Richtung

\ y=f(z—c

Streckung - Stauchung in y-Richtung

y=a - {(x)

a > 1: Streckung in y-Richtung

0 < a < 1: Stauchung in y-Richtung
a = —1: Spiegelung an der x-Achse
a < —1: Spiegelung an der x-Achse und Streckung in

y-Richtung

Streckung - Stauchung in x-Richtung

y=f(b )
b > 1: Stauchung in x-Richung mit %
0 < b < 1: Streckung in x-Richtung mit

=

b = —1: Spiegelung an der y-Achse
b < —1: Spiegelung an der y-Achse und Stauchung in

. 1
x-Richung mit

Zusammenfassung

y—a-[(b(x - ) +d
y=a- f(bx —cb)+d
: Streckung/Stauchung in y-Richtung

=

: Streckung/Stauchung in x-Richtung
: Verschiebung des Graphen in x-Richtung

QL 0O =

: Verschiebung des Graphen in y-Richtung

Verschiebung um d= -3 in y-Richtung

filz) =2 fs(z) = (z - 2)°
Verschiebung um c¢=2 in x-Richtung
gi(z) =e*  gs(z) ="
Verschiebung um c= -3 in x-Richtung

filz) =2 fa(z) = 22
Streckung in y-Richtung mit a = 2
gi(z)=e"  ga(z) = ze°
Stauchung in y-Richtung mit a =
fo(x) =€ fo(x) = —€”
Spiegelung an der x-Achse

1

3

filz) =2 fs(z) = (22)°

b = 2 Stauchung in x-Richtung mit %
g1 (.T) =e” f5(x) = e(%m)

b= % Streckung in x-Richtung mit 3
fs(@)=e"  fo(z)=e""
Spiegelung an der y-Achse

filx) =22  falz)=-32z—-6)2+1=-32=z—-3)2+1
Streckung in y-Richtung und Spieglung an der x-Achse: a = —3
Stauchung in x-Richtung: § = %
Verschiebung des Graphen in x-Richtung: ¢ =
Verschiebung in y-Richtung: d = 1
Verschiebung in x-Richtung: 3

=3
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Funktionen Eigenschaften von Funktionen

Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph
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Funktionen Potenzfunktion

3.5 Potenzfunktion

3.5.1 Parabeln vom Grad n - gerader Exponent

cy=(x—2)?-3
ty=—3(@@+2)"+3

iy = (z—2)°

Formen der Parabelgleichung - gerader Exponent

Exponent: 2,4,6.. Py =22 Ps:y=(z-22%-3

Verschiebung um 2 in x-Richtung und um -3 in y-Richtung
Pyy=at Pg:y:—%(m+2)4+3

Verschiebung um -2 in x-Richtung und um 3 in y-Richtung

Grundfunktion: y = "

Funktion mit Formvariablen:

y=alz—c)"+d Spiegelung an der x-Achse und Stauchung um % in y-Richtung
y=a(blz—c)"+d P;:y=ax" Py:y=2(z+4)*
Streckung um 2 in y-Richtung und Verschiebung um -4 in x-
Richtung

Py:y=2af Priy=(x—2)°
Verschiebung um 2 in x-Richtung

Definitions- und Wertebereich

y=a" D=R W=R{ Piy=a* D=R W=R{
_ Y _ Psiy=(2—-2>-3D=R W =[-3;00]
y=allz—c)"+d D=R Piiy=—a® D=R W=Rj
a>0 W=I[d;o0f Po:y=—1(z+2)*+3 D=R W=]-00;3] Py:y=2(z+4)*
a<0 W=]—o0;d D=R W=R}
Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph ‘ Wertetable
3.5.2 Parabeln vom Grad n - ungerader Exponent
Py==a A A
Py =2ad 6T 6T
Ps:y=u2x" 44k 44k
2 T 9 4
- | [aY | | [ - | | | | |y
T T Y T T T T T T T T
-6 -4 =2 2 4 6 -6 —4 2 \ 2 4 6
I 2 Py:y=-—2x—-2
Psiy=(z-2°%+1
4 + 4 H Ps:y=—(x+3)°
6 1 6 4
] \]

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 135 https://fersch.de


https://fersch.de/vorlage?nr=fktpotenzgepo&nrform=Algfktgeneratorppot&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=fktpotenzgepo&nrform=Algtblgeneratorppot&ver=M01072020

Funktionen

Potenzfunktion

Formen der Parabelgleichung - ungerader Exponent

Exponent: 1,3,5..
Grundfunktion: y = 2"
Funktion mit Formvariablen:
y=alz—c)"+d

y=alblzx —c))"+d

Definitions- und Wertebereich

y=2a" D=R
y=a(b(x —c))* +d

W=R

D=R W=R

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable

Py==x Py:y=-2x—-2

Verschiebung um -2 in y-Richtung und Strechung um -2 in y-
Richtung.

Piy=2a? Psiy=(z—-2)7%+1

Verschiebung um 2 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung.
Py:y=2° Ps:y=—(x+3)°

Spiegelung an der x-Achse und Verschiebung um -3 in x-Richtung.

3.5.3 Hyperbeln vom Grad n - gerader Exponent

Priy=a2 A
Py :y=uaz"
Py:y=—g6

4

. 6+ 6 -

NO

|

T
ya)
U

W

- | [EaY
el T U
——a4 —
—9
—4 4 —4
—6 4+ —6

Formen der Hyperbelgleichung - gerader Exponent

Exponent: -2,-4,-6..

Grundfunktion: y =27 " = —

x’ﬂ
Funktion mit Formvariablen:
— —n — a
y=a(z—c) erferd
y=alblz—c)) " +d= % 44

(b(z — )

Definitions- und Wertebereich

yzx‘"zin D=R\{0} W=R*
y=a(b(zx —¢c)) " +d D=R\{c}
a>0 W =]d;o0]

a<0 W=]—o0;d

P4:y:7075(w+3)7271
P5:y:(2w75)_4+2

Ps:y=(x+2) 64+3

P oiy=gx2 P4:y:70,5(x+3)_271

Verschiebung um -3 in x-Richtung und um -1 in y-Richtung
Streckung um -0,5 in y-Richtung

Piy=a"* Ps:y=(2x—5)"*+2=2@x—2,5)"*+2
Verschiebung um 2,5 in x-Richtung und um 2 in y-Richtung
Stauchung um 2 in x-Richtung

y=x5 Ps:y=(z+2)%+3

Streckung um -2 in x-Richtung und um 3 in y-Richtung

Piy=x7 D=R\{0} W=R"
Py:y=—-0,5(x+3)"2-1

D=R\{-3} W=]-o0;—1]
Ps:y=(z+2)7°+3 D=R\{-2} W =]3;00]
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Funktionen Potenzfunktion
Asymptoten
—m_"—i Piy=2za"? HA:y=0 VA: 2 =0
vy= ~an Piiy=-05x+3)"2-1 HAiy=-1 VAiz=-3
Horizontale Asymptote (HA): y =0
Vertikale Asymptote (VA): z =0 Po:y=(x+2)"°+3 HA:y =3 VA:z = =2

y=alblz —c))™"+d
Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: z = ¢

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable

3.5.4 Hyperbeln vom Grad n - ungerader Exponent

P iy=a"" 6 A \
Pyiy=a"32
Ps:y==x o 4A% |
2 4 -
| |
1 1 1
2 4 6

FPy iy =(x+2)"1+3
P5:y:(7w+3)_3+3

-
/

Formen der Hyperbelgleichung - ungerader Exponent

Exponent: -1,-3,-5..
1
Grundfunktion: y =z~ " = —
T
Funktion mit Formvariablen:
a

y:a(x—c)_ +dzm+d
y=alblr—c) " +d= 17— +d

( (b — o)
Definitions- und Wertebereich
y=a " D =R\ {0} W =R\ {0}

y=alblzx—c))™"+d
D=R\{} W=R\{J

ry =0,2% ()

5_3

Plzy:afl P4:y:(x+2)71+3

Verschiebung um -2 in x-Richtung um 3 in y-Richtung
Py:y=ga"° Ps:y=(—z+3)>+3=(-1(z—3))3+3
Verschiebung um 3 in x-Richtung und um 3 in y-Richtung
Spiegelung an der y-Achse

Py:iy=2a"" Ps:y=0,2%xz7°5—-3

Streckung um -3 in y-Richtung und Stauchung um 0,2 in y-
Richtung

Priy=2za"! D=R\{0} W=R\{0}
Priy=(z+2)7"'+3 D=R\{-2} W=R\{3}
Ps:y=0,2%z"°-3 D =R\ {0} W =R\ {-3}

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Funktionen Potenzfunktion
Asymptoten
—m_"—i Piiy=2a"! HA:y=0 VA: 2 =0
vy= T ogn Piiy=(z+2)71+3 HA:y=3 VA: z = -2
Horizontale Asymptote (HA): y =0
Vertikale Asymptote (VA): 2 =0 Ps:y=0,2%z"" -3 HA:y = -3 VA:z =0

y=a(b(x —c)) " +d
Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: z = ¢

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable

3.5.5 Waurzelfunktion - rationaler, positiver Exponent

Plzy:.’t% A ‘\Pg:y:(:l:—i})%—&-l
Py :y:m% 61 6 AVPG :y:—2(w+3)%
l)_;Il/—‘l‘j; /’7:1/7{71‘72)i
5 4 + 4 + 5

Py:y=23 Pg:y=—-2z3 —1

2 + 2T /
- | AV | | . - | (A | | [
T T U T T L T T m—yu T T [k
6 —4 -2 2 4 6 6 —4\2\ 2 4 6

R 2

4 4+ 4 4

—6 + —6

Y

Formen der Wurzelfunktion - positiver Exponent

Quadratwurzelfuktion: y = 22 = \/z x>0
Grundfunktion: y = = = /2" x>0

Funktion mit Formvariablen:

y=alz—c)m +d=a%/(x—c)" +d r—c>0
y=alb(z—c)m +d=ax/(b(x —c))"+d b(x —¢) >0

Definitions- und Wertebereich

y=am = /" D =Ry W =R¢
y=alb(x—c))m +d=a?/(b(z —c))"+d
b>0 D= [coof
b<0 D=]—o00;(

a>0 W
a<0 W=]—o00;d]

Interaktive Inhalte:

Funktionsgraph ‘ Wertetable

Plzy:x% P5:y:(a:—3)%+1

Verschiebung um 3 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung
Pg:yzx% P6:y:f2(m+3)%

Verschiebung um -3 in x-Richtung und Streckung um -2 in y-
Richtung

szyzx% P7:y:(—x—2)%:(—(x+2))%

Verschiebung um -2 in x-Richtung und Spiegelung an der y-Achse
P4:y:x% Pg:y:—Zac%—l

Verschiebung um -1 in y-Richtung und Streckung um -2 in y-
Richtung

Pz:y:x% D =R
Psiy=(z—3)7 +1
Pg:y:—Qx%—l

W =R{
D = [3;00[ W = [1;00[
D=RI W=]-o0;—1]
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Funktionen

Potenzfunktion

3.5.6 Wurzelfunktion - rationaler, negativer Exponent

Plzy:xf% A ‘\Pg:y:(:1:723)7%+l
Py :y:xié 6 6 AVPG :y:—2(a;+3)_%
Ps:y==x 2 Py =((—x—2) 2
P4:y:;v7% 4 4AkPg:y:
2 - 2 +
- | [aY [aY | | [
T T U T T L T Y T 1 =
-6 —4 -2 2 4 6 -6 —4 ~
-2 1+ -2 +
—4 4 4 £
—6 + —6 +
Y Y

— 1;7% = i T > O
Y= - \/E
" 1
Grundfunktion: y = 27 m = — — r>0
T

Funktion mit Formvariablen: y =

ﬁer r—c>0

n 1
=a(lblz—c)) " m+d =0———=—o-——=+d
y=ala—) Frd =t

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable

Plzyzx_% P5:y:(a:—3)_%—|—1

Verschiebung um 3 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung
Pg:y:xfé P6:y:72(x+3)7%

Verschiebung um -3 in x-Richtung und Streckung um -2 in y-
Richtung

Piiy=2"3%  Priy=(-—z-2)%=(—(z+2)"2
Verschiebung um -2 in x-Richtung und Spiegelung an der y-Achse
P4:y=:c7§ Pg:y:—meg—l

Verschiebung um -1 in y-Richtung und Streckung um -2 in y-
Richtung

g% = 1 Piy=2z"3 D=Rt W=R"
Van P5:y=(ac—3)7%+1 D =]3;00] W =]1;00]
]D):R+ W:R+ a Ps;y:72x_§—1 D:R+ W:]*OO,*l[
y=alblx —c)) = +d= +d
(b(z —¢)) Y CEDE
b>0 D =]c; o0
b<0 D=]—o0;¢
a>0 W =]d;o0]
a<0 W=]—o0;d|
Asymptoten
Y=z % = 1 [Pg:y:a:*% HA:y=0 VA: z=0
Van P:y:(x73)_%+1 HA:y=-1 VA:z=3
Horizontale Asymptote (HA): y =0 ’
_s
Vertikale Asymptote (VA): z =0 Ps:y=—-2z"3 -1 HA: y = -1 VA:z=0
n a
y=alblz—c) m+d= ——=+d
Y/ (b(z — )"
Horizontale Asymptote: y = d
Vertikale Asymptote: z = ¢
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Funktionen

Exponentialfunktion

3.6 Exponentialfunktion

3.6.1 Graph und Eigenschaften

Formen der Exponentialfunktion

ry=2"T2 43
ty=—2-3""%+1
LY = ¢ N
y=2(3)7 3
—6 4

=
D

\

Grundfunktion: y = ¢ q>0
Funktion mit Formvariablen:
y=a-¢* 9 +d qg>0
y=a-¢"*9 +d q>0
Funktionen mit der Basis: e = 2,718..
Grundfunktion: y = e*

Funktion mit Formvariablen:
y=a-e®% 44

y=a- =9 44

Definitions- und Wertebereich

xT

y=e" y=gq

D=R W =R"

y:a.qb($_0)+d y:a.eb(w—c)+d
D=R

a>0 W =|d; oo

a<0 W =] — o0;d|
Asymptoten

y=e* y=4q"

Horizontale Asymptote (HA): y =0
y:a.qb(m76)+d y:a-eb(‘”*C)er
Horizontale Asymptote: y = d

Interaktive Inhalte:

Funktionsgraph ‘ Wertetable

Eyy=2" Es:y=2""243

Verschiebung um -2 in x-Richtung und um 3 in y-Richtung.
Ey:y=3" Eg:y=-2-3"7+1

Verschiebung um 2 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung.
Streckung um -2 in y-Richtung.
Es:.y=¢€" Eriy=e 3 =¢(
Verschiebung um 3 in x-Richtung und Spiegelung an der y-Achse.
Ey:y=(3)"=47 Es:y=2(3)""-3

Verschiebung um -2 in x-Richtung und um -3 in y-Richtung.
Streckung um 2 in y-Richtung

z—3)

Fp:y=2" D=R W =R"
Es:y=(3)" D=R W=R"
Bs:y=2""2+3 D=R W=]3;00]
FEo:y=-2-3"24+1D=R  W=]—o0;1]
Es:y=2(3)""7-3D=R W=]-300]
[E1:y=2" HA: y =
Es:y=2""243 HA: y=3
Es:y=2(3)""-3 HA:y=-3
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Funktionen

Logarithmusfunktion

3.7 Logarithmusfunktion
3.7.1 Graph und Eigenschaften

Ly :y =logz(x) A

Lz : y = logy(w)

Lz :y=1logi(x)
]

Ly :y=In(z) 4

-6 +
Y

Formen der Logarithmusfunktion

\ Ls
Lg

Grundfunktion:y = log, = q>0
Funktion mit Formvariablen:
y=alog,(r—c)+d —2>0

y =alog, (b(x —c)) +d

Funktionen mit der Basis: e = 2,718..
Grundfunktion: y = Inx

Funktion mit Formvariablen:
y=aln(z—c)+d
y=aln(b(zx—c¢c))+d

Definitions- und Wertebereich

cy = 2logg(—3x+6) +1

ry = —logu(z+2)+1
L7 :

y=—logi(x+2) 1
]

ry=In(z+2)—3

L : y = logs(z) Ls : y = 2logg(—3z+6) +1 =
2logs(—3(x—2))+1

Verschiebung um 2 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung.
Streckung um 2 in y-Richtung und um -3 in x-Richtung.

L : y = log,(z) L :y=—log,(x+2)+1
Verschiebung um -2 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung.
Spiegelung an der x-Achse.

ngyzlogi(:ﬂ) L7:y:—log%(x—|—2)—|—1
Verschiebung um -2 in x-Richtung und um 1 in y-Richtung.
Spiegelung an der x-Achse

Ls:y=In(z) Ls:y=In(z+2)—3

Verschiebung um -2 in x-Richtung und um -3 in y-Richtung.

y = log,x y = Inx D = Rt = R | Ls:y=2logs(—3z+6) D =] —o0;2 W=R
. _ _ _ Le:y=—log,(x+2)+1 D =] — 2; 00] =R
y=alog, (b(x —c))+d y=aln(b(zx—c))+d Ls:y—In(zt2)—3 D =] — 2; 00 W_R
Definitionsbereich: b(z — ¢) > 0
b>0 D =]¢; o0
b<0 D =] — o0; (]
W=R
Asymptoten
y=log,x y=Inx [ Ls : y = 2logy(—3z + 6) VA: z =2
Vertikale Asymptote (VA): . =0 Lo :y=—log,(z+2) +1 e =2
y:alogq(b(x—c))+d y=aln(b(z—c)+d Ls:y=In(z+2)—3 VA: z = -2
Vertikale Asymptote: z = ¢
Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Funktionen

Sinusfunktion

3.8 Sinusfunktion

3.8.1 Graph und Eigenschaften

Si(z) = sin(x) A

/\ i /
< ! | | ! ray ! | | ! | >
o~ I T T I \% I T T I T T
Sy AN -2 O 59 Wﬂ ¥
1 4+
Y
o AL .
Sa(z) = 0, 5sin(4x) Si(z) = sin(x) — 2
S3(x) = sin(x — §) 2 +Ss(z) =1,5sin(x + m)
1 —+

Formen der Sinusfunktion

Grundfunktion: f(z) =sinz
Amplitude: 1
Funktion mit Formvariablen:
f(x)=asin(z—c)+d
f(z)=asin(b(x —c)+d
Amplitude: |a

Periode: 27

2

Periode: ;

S1(z) = sin(z)

2m

Amplitude: 0,5 Periode:
S1(z) = sin(z)
Verschiebung um
Amplitude: 1
S1(z) = sin(z)

Verschiebung um -2 in y-Richtung

4

o

7 in x-Richtung.
Periode: 2w

Definitions- und Wertebereich

Amplitude: 1 Periode: 2w
S1(z) = sin(z)

S3(z) = sin(z — &

4

S4(z) = sin(z) — 2

Sa(z) = 0, 5sin(4x)
Stauchung um 0,5 in y-Richtung und % in x-Richtung.

)

Ss(z) = 1, 5sin(z + )

Verschiebung um —n in x-Richtung und Streckung um 1,5 in

y-Richtung.

Amplitude: 1 Periode: 27

f(z) = sin(z) S2(z) = 0,5sin(4z) D=R W = [0, 5; +0, 5]
— - 1. _ S3(z) = sin(z — T) D=R W =[-1;1]
D=R  W=[;-1] Su(z) = sin(z)—2 D=R  W=[1;-3]
f@)=asin(b(z —c))+d
D=R W=1[d—a;d+d]
Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Funktionen Kosinusfunktion

3.9 Kosinusfunktion
3.9.1 Graph und Eigenschaften

Ci(z) = cos(z) A
x ! ! /\ ! I ! /\k
o~ T I T \% T I T UL T
SNG4 T -3 3 T4 6" ki
1 4+
\/
_ P A -
Ca(x) = cos(x — ) Ca(z) = —1,5 % cos(x + m)
Cs(xz) = 0,5cos(z) + 1 2 +Cs(x) =0,5cos(2z —m) — 2

Formen der Kosinusfunktion

Grundfunktion: f(z) = cosx C1(x) = cos(x) Ca(z) = cos(x — §)
: : Verschiebung um Z in x-Richtung.

Ampl 01 P 12 4

mp leUde ) erl.ode T Amplitude: 1 Periode: 2w

Funktion mit Formvariablen: C1(z) = cos(z) Cs(z) = 0, 5cos(z) + 1

f(@)=acos(z—c)+d Verschiebung um 1 in y-Richtung und Stauchung um 0,5 in
- . B y-Richtung.

f(@) = acos (b(z —¢)) +d ) Amplitude: 0,5 Periode: 2w

Amphtude |CL| Periode: Tﬂ- C1 (;r;) — C()s(gg) 04(1') = —]_’ 5 % cos(w + 71')

Verschiebung um —7in x-Richtung.

Amplitude: 1,5 Periode: 27

Ci(z) = cos(z Cs(x) = 0,5cos(2z — 7)) — 2 =
0,5cos(2(x — 5)) — 2

Verschiebung um 7
y-Richtung.

Amplitude: 0,5 Periode: Periode: 27”

in x-Richtung und Streckung um 0,5 in

Definitions- und Wertebereich

f(z) = cos(z) gggxg = cos(ac—( %) D ER o W&[—l[; 1] ]
_ . 3(x) = 0,5cos(z) + 1 = =[-0,5;40,5
D=Kk W= {1 —1] Cs(z) =0,5cos(2z —7)—2 D=R  W=][-1,5-2,5]

f(x)=acos(b(xz—c)+d
D=R W =[d—a;d+d]

Interaktive Inhalte:

Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Funktionen

Tangensfunktion

3.10 Tangensfunktion

3.10.1 Graph und Eigenschaften
A

P
[NEle o

Y

Formen der Tangenfunktion

F Y

Grundfunktion: f(z) = tanz
Periode: 7

Funktion mit Formvariablen:
fl@)=atan(z —c) +d
fl@)=atan (b(x — ¢)) +d

Periode: 7

Definitions- und Wertebereich

f(x) =tanz

D =R\{k- 5} W=R keZ
f(z) =atanb(z —c) +d

bx —c)=k%

x:’;—ngc

D =R\{& + ¢} W=R keZ

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Funktionen Betragsfunktion

3.11 Betragsfunktion
3.11.1 Graph und Eigenschaften

Ps:y = —|x| 4
Ps:y=2lc—2 83T
Pr;:y=—0,1z + 3| 2
4 .
N |
\
< T —0 Y i > - i —6 i i >
-6 -4 - 4 6 -6 -4 -2 2 4 6
- A/ 79
Py =z
—4 +Piy=|z—2| —4 +
Py :y=|z 3
—6 +Pu:y =2l 6+
Y Y

Formen der Betragsfunktion

Aufspalten der Betrédge in einzelne Intervalle. 2@ —2)+3 z>2

Betragsstriche sind nicht notig, wenn der Term des Betrags | £6:¥ = 20z —2[+3= { —2(z-2)+3 x<2
positiv ist. 2 — 1 z>2 s v=2
Betragsstriche sind nicht notig, wenn der Term des Betrags | y = { —2r+7 <2
negativ ist und dafiir zusdtzlich ein Minuszeichen vor den 3 T =2

Term geschrieben wird.

Grundfunktion:
x x>0
f@y=lz|=9 -z <0
0 z=0

Funktion mit Formvariablen:
a(b(zx —¢)) +d r>c
f)=alb(zx —c)|+d=<¢ —alb(z—c)+d z<c

d Tr=c

Definitions- und Wertebereich

f(@) = ||

D=R W=R}
flx)=alb(zx —c)|+dD=R
a>0 W=][d;oof

a<0 W=]-o0;d]

Interaktive Inhalte:

Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Funktionen

Wachstumsfunktionen

3.12 Wachstumsfunktionen

3.12.1 Lineares Wachstum

‘Lineare Zunahme

6 T 6
s 1 y1 = 0,52+ 1,5 .
4
3
2

w,
ot
ot
ot
o

Pineare Abnahme

r=1

,_.ﬂ,
ot
ot
I
o

e Zum Anfangswert t wird pro Zeiteinheit der gleiche Wert | Lineare Zunahme
. . Ein Wasserbecken entélt 1,5 Liter Wasser. Pro Minute flieBen 0,5
m addiert oder subtrahiert. .
Liter zu.
1= Minuten y1= Liter t=1,5
e Lineare Funktion: y =m -z + 1 z |0 |1 2 3 4
X - Zeit ir? Stunden, Minuten I?SW. 2;1 i; ;,5 +0,5 g’—g 0,5 ?5 +0,5 ;—g 0,5
y - Funktionswert nach der Zeit x D = % — 21:165 =% _95
t - Anfangswert y=0,52z+1,5
m - konstante %‘;%ﬂderu.ngsrate, Steigung Lineare Abnahme
m>0 positives lineares Wachstum (Zunahme) FEin Wasserbecken entélt 6 Liter Wasser. Pro Minute flielen 1,5
m <0 negatives lineares Wachstum (Abnahme) Liter ab.
- z2= Minuten ya2= Liter
m=10 Nullwachstum 201 5 3 4
y2 |6 | 6—-1,5|145—-1,5|3—-1,5|1,5—-1,5
e Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit: Y2 | 6]4,5 3 1,5 0
A m— L8y _45-6 _ —15 _ _q 5
m= %Y Az 1-0 1 )
Ax y=—1,5z+6

e Umformungen:y =m-x +1
r=Lt t=y—m-zx m= Lt
e Schreibweisen

Funktion Anderungsrate  Variable  Anfangswert

y=m-xz+1t m X t

y=a-z+b a X b

y=a+b-x b X a

fz)=a-z+fo a x fo

N(t) =a-t+ No a t No

B(t):k-t+B(] a X Bo

K(t)=q-t+ Ko q t Ko

Interaktive Inhalte:
Funktionsgraph ‘ Wertetable ’ Eigenschaften ‘ ’ y=m-x+t m = %t T = % t=y—m-x
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5007

400

3007

200

1007

Funktionen

Wachstumsfunktionen

3.12.2 Exponentielles Wachstum

Exponentielles Wachstum

fi(z) =200 €-1.05

éy

=t
DO
vt
et
[S1y

Exponentieller Zerfall
fa(xz) = 600001 - 0,5

fe(x) = 30000 -0,5%

f3(x) = 20000 € - 0.757

—_t
[
oot
.
(S0
Oor
Y
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Funktionen

Wachstumsfunktionen

Wachstumsfaktor pro Zeiteinheit

e Der Anfangswert a wird pro Zeiteinheit mit den gleichen

Faktor q multipliziert.

e Funktion: f(z) =a- ¢*

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.

y = f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

q - Wachstumsfaktor pro Zeiteinheit

g>1 exponentielles Wachstum
0<g<1 exponentieller Zerfall
q=20 Nullwachstum

eProzentuale Zunahme p pro Zeiteinheit:
f@)=a-01++5)" =a-q¢"
qg=1+ 5 p=(¢g—1)-100

eProzentuale Abnahme p pro Zeiteinheit:
fa)=a-(1- &) =a-g°
g=1-15  p=(1-q) 100

o Lokale Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit:
1. Ableitung: f'(z) = a - In(q) - ¢*

Exponentielle Zunahme
Ein Kapital von 200 € wird mit 5 % (pro Jahr) verzinst.

x1= Jahr y1==€ p=5 q:1+%:1,()5 a = 200 €
z1 | O 1 2 3 4
y1 | 200 | 200-1,05 | 210-1,05 | 220,5-1,05 | 231,52 1,05
Y1 200 | 210 220,5 231,52 243,1

fi(x) =200€- (14 135)° fi(z) = 200€ - 1,05"
Kapital nach 10 Jahren: f;(10) = 200€ - 1,05'° = 325, 78€

In jeder Minute verdoppelt sich die Wassermenge in einem
Wasserbecken. Nach 4 Minuten enthélt es 800 Liter Wasser.
g=2 f(4) =800

Prozentuale Zunahme: p = (2 — 1) - 100% = 100%

Anfangswert: a = Y S0 500

¢ 2t T
fo(x) =50€-2"  fo(x) =50 (1+ 139)°

Exponentielle Abnahme
Ein Auto kostet 20000 €. Der Wertverlust betriagt 25 % pro Jahr.

x= Jahre y3==%€
& 0 1 2 3 4
y3 | 20000 | 20000 -0,75 | 25000-0,75 | 11250-0,5 | 8437,50-0,75

Y3 20000 | 25000 11250 8437, 50 6328, 12
f3(z) = 20000€ - (1 — %)z f3(z) = 20000€ - 0, 75
‘Wann ist das Auto nur noch 1000 € Wert?

B = logq(%) = logo, 75(2100000002) = 19,41 Jahren

Ein Wasserbecken enthilt 60000 Liter Wasser.
Pro Minute halbiert sich die Wassermenge.

xr4= Minuten ya= Liter
x4 | O 1 2 3 4
ya | 60000 | 60000-0,5 | 30000-0,5 | 15000-0,5 | 7500 0,5
e Umformungen y = f (33) ya | 60000 | 30000 15000 7500 3750
Y Y Y x) = 600001 - 0, 5" x) = 600001 - (1 — 29)
y:a,qm a =< CC:logq(*) g= ¢/ = f4( ) 9 f4( ) ( 100)
q* a a
e Schreibweisen
Funktion Wachstumsfaktor ~ Variable  Anfangswert
f®) =a-q" q t a
y=a-b” b x a
y=b-al a t b
K(t)=Ko-q' q t No
N()=No-q" «q t No
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Funktionen

Wachstumsfunktionen

Wachstumsfaktor pro Periode

e Der Anfangswert a wird pro Periode mit den gleichen

Faktor q multipliziert.

e Funktion: f(z) =a-qT

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.

y = f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

T - Periode, Zeitintervall

q - Wachstumsfaktor pro Periode

g>1 exponentielles Wachstum
0<gxl1 exponentieller Zerfall
qg=0 Nullwachstum

e Prozentuale Zunahme p pro Periode T:
f@)=a (1+ )7
g=1++;  p=(¢—1)-100

e Prozentuale Abnahme pro Periode T:
f@)=a-(1- )7

g=1-1; p=(1-g)- 100

e Umformungen y = f(x)

Exponentielles Wachstum

Zu Beginn der Beobachtung sind 150 Bakterien vorhanden. Die
Anzahl der Bakterien verdoppelt sich alle 3 Stunden.

q=2 T=3 a=150

5= Stunden ys=Anzahl der Bakterien

zs | O 3 6 9 12
ys | 150 | 150-2 | 300-2 | 600 -2 | 1200 -2
y1 | 150 | 300 600 1200 2400

fs(z) = 150 - 2%
Anzahl der Bal;terien nach 2 Stunden:
F5(2) = 150 - 23 = 238

Jod 131 hat eine Halbwertszeit von 8 Tagen. Am Anfang
sind 30000 Atome vorhanden.
q=0,5 T=8  a = 30000

zg= Tage ye= Anzahl der Atome
zg | O 8 16 24 32
ye | 30000 | 30000 -0,5 | 15000-0,5 | 7500-0,5 | 37500 -0, 5
ye | 30000 | 15000 7500 3750 1875

fo(x) = 30000 - 0,55 fo(x) = 30000 - (1 — £55)%

y=a-qf a= yl x:T~logq(y) qzly
qT a a
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Funktionen

Wachstumsfunktionen

Wachstumskonstante und e-Funktion

eFunktion: f(z) =a-eF®

X - Zeit in Stunden, Minuten usw.
f(x) - Funktionswert nach der Zeit x
a - Anfangswert

k - Wachstumskonstante

k>0
k<0

exponentielles Wachstum

exponentieller Zerfall

e Wachstumsfaktor q pro Zeiteinheit:
fx)=a-¢* =a-e™d) =q. e =g ke

k=in(g) q=c¢"

o Wachstumsfaktor q pro Periode T:
f@)=a-qF =a-emaT) = g n@F = g b

k = l"q(f]) qg= ek~T

e Lokale Anderungsrate - Wachstumsgeschwindigkeit:

1. Ableitung: f'(z) =a-k-e** =k f(z)

e Umformungen: y = f(z)

k-x Y _ a
ek k x

Interaktive Inhalte:

Wachstumkonstante?

f1(z) = 200€ - 1,05"

k = In(q) = In(1,05) = 0,0488

fi(x) = 200€ - ™10 £ (3) = 200€ - 0488
f1(10) = 200€ - !"(1:09)10 — 395 78

Wachstumkonstante?
fo(z) = 30000-0,5%
in In(0,5) __
k= o _ =08 _ _q g87
fo(x) = 30000 - ¢~ 20872

in(0,5

fo(z) = 30000 - ¢ "2

x Y LY
’p:(q—l)-lOO ‘ =1+ 5 ’f(x)za-q ‘ :féff) x:logq(a) ¢= i/
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Analysis

4 Analysis
4.1 Grenzwert - Stetigkeit

4.1.1 Grenzwert von f(x) fiir x gegen x0

e Linksseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich
(bestimmt divergiert)

lim f(x) = +o0
T—T)
o Rechtsseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich
(bestimmt divergiert)

lim f(z) =+o0

I*}IO

= vertikale Asymptote - Polstelle an der Stelle x = x

Interaktive Inhalte:

Linksseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen -2

1
lirr}1 f(z) = i Stetig behebbare Definitionsliicke
T—

Af(e)= 2= oz — 1)+ A Cen A
6 A fi(@) CEDITET) f2 (z) = In(z 1)6+1 fa(z)=e" +1 ¢ b
1+ 4+
27T 4/2 HA y=1
L x=4
Ay =0 <l ! [IraY ! Ly ! e ! ! .
I T = T T U T T [ T T U T T [k
2 4 6 -6 —4 -2 2 4 6 -6 —4 -2 2 4 6
9 4 94
VAz=1
4 4+ 4 4
6 4+ —6 4
Y A\
o Linksseitiger Grenzwert (LGW) von f(x) geht gegen eine () = (z—4) D =R\ {24}
Konstante (konvergiert) . (z+2)(z—4) )
Linksseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen 4
lim f(z) =aoder lim f(z)=a 24 | f@) = 2
ToT) :L’i)a: 2 : (.T — 4)
. 0 . 3,99 0, 166945 lim —— 72—
e Rechtsseitiger Grenzwert (RGW) von f(x) geht gegen eine 3999 | 0.166694 voa— (z Jlr 2)(x — 4)
Konstante (konvergiert) 3,9999 | 0, 166669 13}117 EFT) =1
lim f(z) =aoder lim f(z)=a 3,99999 | 0,166667
r—xy P, Rechtsseitiger Grenzviert von f(x) fur x gegen 4
e Grenzwert von f(x) existiert z =47 [ fl@) g (@ — 4)
linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert 4,01 3,6 e hm+ ( +a:2)_( —4) N
. . 4,001 ] 0,166639 | =47 T2
lim f(z) = lim_f(z)=a 4,0001 | 0,166664 lim, oy = i
z—
o v 4,00001 | 0, 166666
lim f(z)=a
T—rTo

T — =27 flx) = —oc0
2,01 ~100 lim z—4)
—2.001 ~1000 z——2- (x 4+ 2)(z — 4)
—2,0001 —10000 xiigr;_ @2~
—2,00001 | —99999, 999999
Rechtsseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen -2
z — —27 flx) = o0
—1,99 100 lim — &4
1,999 1000 ev=2t (24 2)(@ —4)
—1,9999 10000 xiir_nﬁ @12 -
—1,99999 | 99999, 999999
lim In(x —1)+2= -0
z—1+

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =1
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Analysis

Grenzwert - Stetigkeit

4.1.2 Grenzwert von f(x) fiir x gegen Unendlich

e Grenzwert von f(x) geht gegen eine Konstante Funktion:
(konvergiert) f (@) = —®
) Grenzwert von f(x) fiir x gegen oo und gegen -oo
xgrfoof(x):a T — 00 f(z) = —o0 T — —00 flx) = o0
= horizontale Asymptote y = a 10 —1000 =10 1000
e Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich 100 — 1000000 —100 1000000
] ) ] 1000 —1000000000 —1000 1000000000
(bestimmt divergiert) 10000 | —1000000000000 —10000 | 1000000000000
i =+ li 23— 1. 003 = —
lim —2% = [-1-(—00)%] = o0
=
= 7 D=R\{-2;4
0= 1T \{-24)
Grenzwert von f(x) fiir x gegen oo und gegen -co
z— o0 | fz) 20 || z— —oco | f(z)—0
10 0,083333 —10 —0,125
100 0, 009804 —100 —0,010204
1000 0, 000998 —1000 —0,001002
10000 0,0001 —10000 —0,0001
100000 | 0,00001 —100000 | —0,00001
4
fi(2) = (z —4) oz —4 _ x(lf;)
YT @+ —4) 2-20—-4 2a-2_3,
4 x 2
z(l-—) 1
lim —% —— = lim == lim ==0
x—Foo 2 2 8 r—+oo x2 z—Foo I
z2(1— = — ?)
Horizontale Asymptote: y =0
fo(z) =In(z—1)+2
lim In(z — 1) +2 =00
T —r o0
fa(x)=e"+1
lim e*+1 =00
T —r o0
lim e*+1=1
Tr—r—0o0
Horizontale Asymptote: y = 1
Interaktive Inhalte:
4.1.3 Stetigkeit
stetig a2 — 4, <1 unstetig 22 — 4, <1 stetig behebar (z —4)
fl(m):{liw—éli, r>1 f2<f”):{ 8518, z>1 @) E i e -1
\ \ 27T
\ r =4
! I 5 - I 5 <! [ B e S
T 7 T 7 L T |J T T 7
2 4 —4 4 — -2 2 4
/ 4 4
\ ' \
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Analysis

Grenzwert - Stetigkeit

e Ein Funktion ist an der Stelle z( stetig, wenn der
linksseitiger GW = rechtsseitiger GW = Funktionswert f(x)

lim ()= lm_f(x) = f(zo)

I*}IO JJA)CEO
e Stetige Funktionen

- Ganzrationale Funktionen

- Exponentialfunktionen

- Sinus- und Kosinusfunktion

e Stetige Funktionen, bei denen die Unstetigkeitsstellen aus
dem Definitionsbereich ausgeschlossen sind:

- Gebrochenrationale Funktionen

- Logarithmusfunktionen

- Tangensfunktion

e Abschnittsweise definierte Funktionen miissen an den
Schnittstellen auf Stetigkeit untersucht werden.

e Stetig behebbare Definitionsliicke xg

- linksseitiger GW = rechtsseitiger GW

lim f(z) = 1im+ f(z)

m—>m0 Zl)—)il)o

Interaktive Inhalte:

4.1.4 Rechenregeln
Wichtige Grenzwerte

lIma-z=0 lim — = o0

x—0 x—0 2

lim a- -z =00 lim — =0

T—00 r—00 I

lim e* = oo lim e* =0

xTr—r00 r— —0oQ

lim Inz = —oc0 lim Inz = 00

rz—0t T—00

Rechenregeln
Jim fl@)=F  lim g(z) =
Jim (f(2) +g(2)) = lim f(z)+ lim g(z) =f+g
Jim (f(z) —g(2)) = lim f(z) = lim g(z) =f—g
i (f(2) -g(e)) = lim f(z)- lm () = f 9
flx)  lm f@)

glz) #0  lim -3 = Flony =

() s—zo g(z) Ilw0 g(z) g

2 — 4,
fl(m)_{ 4, z>1

lia: =
LGW:

r—1—

r<1

lim 22 —4=-3

RGW: lim 1z —4;=-3

z—1t

FW: f1 (1) = 1% —

4=-3

LGW = RGW =FW =
ist stetig an der Stelle zg =1

z2 — 4, r<1
fQ(x)_{ 3p—12, z>1
LGW: lim z? —4= -3
r—1—
RGW: lim 3z —12 = -1
m~>1+4 4
FW: fi(1)=1%> —4= -3

LGW # RGW # FW =
ist unstetig an der Stelle zg = 1

(x —4) 1

f3(z) =

f3(x) stetig in D

RGW: lim

LGW: lim
T4~ (.'If T

RGW = LGW

(z+2)(x

z—4t (l‘ I

—4) (z+2)

S

2)

S

2)

D=R\{-2;4}

= stetig behebbare Definitionsliicke: zo = 4
Stetige Fortsetzung von fa(x)

) = D=R\{-2

. )
lim4-2=0 lim — = o
x—0 x—0 @1
lim 7-z =00 lim — =0
T —r 00 r—o00 I
lim 2e® = oo lim —3e“ =0
T—>00 T—>—00

lim 3lnz = —oco lim 6lnx =
x—0t T—>00

-4

: a8 _

zﬂrfmx(lfgfg) =0
B G2

Zahler:

lim é:O lim 1-0=1
r—+oo I r—+o0
Nenner:

lim ﬁ =0 lim 2 =0
x—Foo 1‘2 x—too I

Zahler durch Nenner:é =0

lim z(1-0-0) =00

z—+oo
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Unbestimmte Ausdriicke

Typ 1: im 28 0

g(z) 0

Regel von L’Hospital

o flx)  Foo
Typ 2: hmm =~ I

Zéhler und Nenner getrennt ableiten, bis man den Grenz-
wert berechnen kann.
lim 1(@) = lim (@) = @)
g(x) g'(z) g"(x)
Typ 3: lim f(x) - g(x) =0+ £oo
- Umformen in Typ 1 oder 2 und danach L’Hospital

anwenden

Typ 4: lim (f(z) — g(z)) = 0o — o0
- Briiche auf gemeinsamen Hauptnenner bringen

- Faktorisieren

Wichtige unbestimmte Ausdriicke

0
Typ 1: =
yp 0
lim 2% = lim <% — cos 0= 1
x—0 T x—0
Typ 2: —
2
2 2 2
lim — = lim =1 = _ = _0
z—00 ¥ z—o00 €T z—o00 e o0
Typ 3: 00 -0
. — . a8 . 1
lim z-e = lim — = lim — =0
T —>00 r—o0 e r—o0 T L
l =
lim z-lnz = lim %: lim —%-=-2=0
z—0T1 z—0t e z—0t — 5

Typ 4: co — o0

lim 2° — 2z = lim z(z — 1) = oo
r— 00

lim — =0 lim — =00 lim =0 lim — =00
r—oo et rz—oo M z—o0 e¥ z—ro00 I3
. " . ﬁlx 2% 4Inz
lim — =00 lim — =0 — =oc0 lim =0
z—oo Inx z—oo g™ z—oo Inx @00 T
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4.2 Differentialrechnung
4.2.1 Definition

Sekantensteigung Tangentensteigung
3 4 N . . . 3 .
P
2 4 . 2 4
Ay
1+ . Ay
f(z) =22 P Ax
| | | | i |
1 1 U 1 1 1 1
-2 -1 1 2 1 2
. yk
Sekantensteigung
Eine Gerade schneidet eine Funktion in den Punkten f(x) =22
Py(ao: J(w0)) und Py(as f(x). T g T T G R
Steigung der Sekante an der Stelle zq ' f(x’) — f(=0) aheme
Ay f(@) - (o) = S2 T
"The T r—a _ 2885 _
Ax=h r=x9+h 1,5-0,5

_ flwo+h) — f(xo)

Sekantensteigung = Differenzenquotient = Mittlere Ande-
rungsrate

Fiir kleine h ist die Sekantensteigung ~ Tangentensteigung

m = f'(xo)

1. Ableitung - Differentialqoutient

Die Ableitung von f(z) ist die Steigung des Graphen der
Funktion f(z) an der Stelle xg.

v = 2 —Ezwo Tr — X
fl(l,) — lim f(xO + h) — f(xO)

h—0

1. Ableitung =

Funktion f(x)=lokale (momentane) Anderungsrate

Steigung der Tangente = Steigung der

Die Ableitung von f(z) an einer beliebigen Stelle z
_ fl@+h)— fz)
() —
(@) = flbli% h

Die Sekantensteigung m an der Stelle zo = 0,5 und h =1
_ flmo+h) = f(=o)

9.25— 0,35
m=_——" "7

=2

1
Die Sekantensteigung m an der Stelle o = 0,25 und A = 0,001
_ flzo+h) = f(=o)

£(@0,5 +8, 001) — £(0,5)

0,001

~0,251001 — 0,25
a 0,001
m =~ f'(0,5) =1

= 1,001

Die 1. Ableitung von f(z) = = an der Stelle zo = 0,5
o (054 h)? —0,5%

/ —

f(l)_ll—)O h 5
f’(l):}lLin%O’%—’_h—’_h —-0,25
iy h(1+h)
£(1) = lim ==

Die Ableitung von f(x) = x? an einer beliebigen Stelle

2 2
(@) = pim EEDZT
, ,m1’2+2hx—|—h2—az2

fi(@) = %lblao h

f(z) = }llln%)w = }llirr%)Qx—i— h =2z
— —

f'(@) =2z

£(0,5) =1
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2. Ableitung

Die Ableitung der 1. Ableitung ist die 2. Ableitung. () = —z* + 32> + 22

f
Die 2. Ableitung gibt die Kriimmung einer Funktion f(x) an f' (z) = —42® + 62+ 2
' (x) = —122% + 6
der Stelle zq an.

Interaktive Inhalte:
’ Tangentensteigung

4.2.2 1. Ableitung - Monotonie - Extremwerte

1.3 1 32
fi(@) = g327 — 134 fo(2) = 2= -24
6 + 6 +
HPf-4
LU HT s
| sm 9 s sms
/ sms kmf sSms - HT
i
-6 —4 -2 2 4 6 -6 —4 }K‘ 2 4 6
_2 -IT HT Z
TEP(0/-2)
4 - — .
HT 4 TB{4/1) 4
_6 . _6 4

Y \
sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);

TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt

Steigung von f(zo) an der Stelle xg

‘ m = f'(x) eFunktion

f(z)=52° — 13z

e1. Ableitungen

@) = &a® -1} = (@ +4) (@ —4)
Steigung an der Stelle x = —6

m = f'(—6) =11

Steigung an der Stelle x = —2

f'(=2) = -13

Stelle zy an der f(zo) die Steigung m besitzt

fl@)=m el. Ableitungen

/ _ 3.2 1
Bei horizontalen Tangenten ist die Steigung Null. f (ﬂf) =57 —13
, Horizontale Tangente
f(x) =0 32-11=0 /+1}
.3

3322 1

—_
N[=

1’2:

2
r = +/16

1’1:4 $2:—4

“‘w‘
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Monotonieverhalten

monoton steigend f’(x) >0 Monotonieverhalten an der Stelle z = —6
, , m=f'(—6) =1% > 0= sms

streng monoton steigend  sms  f (x) >0 Monotonieverhalten an der Stelle z = —2

monoton fallend f(x)<0 f'(=2) = —15 < 0= smf

streng monoton fallend — smf f'(z) <0

Das Monotonieverhalten kann sich nur an den Ex-

tremstellen und an den Réandern des Definitionbereichs

(Definitionsliicken) &dndern.

Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte oFunktion
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine fi(2) = 552’ = 13w
] ol. Ableltungen
horizontale Tangente (HT). fla)=232" -1k = 3(z+4)(x —4)
e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung) flx) = 52* — 1% =0

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

2 -1t=0 /+1i
In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen s2=11 /.3
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) 22 — 5
]
besitzen. 32
. . L . r=+£v16
Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei- =4 oz = —4
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als e Vorzeichentabelle von f'(z)
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f/(z) in die 7@ = +< _04 == 3 <+x
Graph | sms | HP smf TP | sms

Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung) Hochpmkt-(—4/4)~ Tiefpunkt:(4/ —4)
ochpunkt:(— iefpunkt:(4/ —

e Hochpunkt (HP) eMonotonieverhalten
Monotonoieverhalten #ndert sich von streng monoton z€]—o00;—4] U 400 f'(z)>0 sms

steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf). z€l =44 fi(2) <0 smf

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Plus eFunktion

1,.3
nach Minus. _ 2
x < 1 <x fz(m)_ _172
I () + 0 - e1. Ableitungen
Graph | sms | HP | smf f/ ) = 1122 (z—1)—32%1
e Tiefpunkt (TP) ((1213_1 1 T2)(zﬂ16)2
Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton - zg_lsz 1?
— 2
fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms). Z"hiz_w n
anler =
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Minus 2(x—13)=0=2=0 V z—1i=0
nach Plus. g—13=0 /[+1;3
z< | 1 | <=z T = 1%
fl=) | - 0 + xo = 0; 2-fache Nullstelle
Graph | smf | TP | sms T = 1%; 1-fache Nullstelle
Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmenzz = 1
o Terrassenpunkt (TEP) <] 0 [<z<[i]<s<[1l[<e
Monotonoieverhalten &dndert sich nicht. Kein Vorzeichen- () - 0 - - g +
Graph | smf | TEP smf smf HP | sms
wechsel (VZW) der 1. Ableitung. TEP(0/0)  TP(13/1%)
< | x <z < | <z eMonotonieverhalten
f@) | + 0 + S@) | — 0 - z €] —o0;0[ U J0;1[ U J1i;00[ f'(z) <0 smf
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf P E]l%; OO[ f’(I) >0 sms

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.
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Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente eFunktion
(HT). fi(z) = %ws - l%x
, ] . e1l. Ableitungen
e f'(x) = 0 (Notwendige Bedingung) fl@) =227 — 11 = & (z+4)(z — 4)
Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..). 2. Ableitungen
" _ 3
In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen ff/((m)) — g’ S
of (x) ==z — 15 =
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) 222 1%32_ 0 2/ +11
besitzen. 35T :11% /3
Einsetzen der Nullstellen zg,z;.. in die 2. Ableitung (Hin- z2 = 175
. . 32
reichende Bedingung). z = +/16
o " (x9) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei xg 1 =4 xp=—4
7 _ 3
e " (z9) < O(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei z ;//E;)‘l:g ;1010;25)(__:)/4)
o " (x0) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt ‘

Interaktive Inhalte:
’ Kurvendiskussion ‘

4.2.3 Graph der 1. Ableitung

Funktion f (z) = Ma® — 1,5z Funktion f (z) = &7
: 6 | 6 1+
4 : HT 4
: smf
T D ama 2 ]
kmf o sms HT

\J

4
|
)
v P
[\D ——
R
@ ——
Y
A
= |
= o
| L
>~
| A
P

6
: TEP
4 . 4 +
HT 4 P 4

-6 4+ : -6 +

: \J : :
sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);

TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asym-
ptote; LK - Linkskrimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt; PS - Punktsymmetrie zum Ursprung; AS - Achsensymmetrie
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zur y-Achse

Funktion - 1. Ableitung f’(x)

Funktion f(z)

Ableitung f'(z)

Extremwert
HT

HP

TP

TEP

Wwp

sms

smf

VA

HA

PS
AS

NST f'(z) =0

NST f'(x) =0

NST und VZW von + nach —
NST und VZW von — nach +
NST ohne VZW

Extremwert

f'(x) > 0 (positiv)

f'(x) <0 (negativ)

VA xlggo f'(x) = £o0

HA IHI:Itloo f(x)y=0

AS

PS

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable

4.2.4 2. Ableitung - Kriimmung - Wendepunkte
1.3

file) = 52° — 1,5z fi(z) = $2° — 1.5

32

fi(@) \ fi(z)
Extremwert: © = —4 NST z = —4
HP:x = —4 VZW von + nach - z = —4
WP: z=0 Extremwert: x =0

sms: ¢ < —4

iz
fi (@) = 352 — 154 fg(x):ﬁ—W‘
6+ 61\ o
14 44
RN 21
-< | | | 3> | | (Al | | | .
T T Y o T T Y T T T
-6 -4 =2 -6 —4 }&x. 2 4 6
—2 HT z
TEP(0/-2
» o
6 1 6 4

VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ;

horizontale Asymptote; LK - Linkskrimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt;

Kriimmung von f(z() an der Stelle z;

Linkskriimmung

Rechtskrimmung RK

f"(x) <0
f"(@) >0

Das Kriimmungsverhalten kann sich nur an den Nullstellen
der 2. Ableitung und an den Réndern des Definitionbereichs

(Definitionsliicken) dndern.

flz)y>0 =< —4

Y
HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA -
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver-
halten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg,x;..). Zur
Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer-
den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen (Hin-
reichende Bedingung). Einen Wert kleiner bzw. grofier als
die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen von f”(z) in die
Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt
(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt
nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < T <z T < 1 <z
f'@) |+ 0 - | M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + 0| + [ ff= | =] 0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

eFunktion

fi(z) = 52° — 11z
fi(z) = %xz = 1%
e2. Ableitungen

Al (2) = {5

(@) =2z=0=>x=0

z < 0 < @9
f(z) | = 0 +
Graph | RK | WP | LK
WP(0/0)

x €]0;00[ f’(z) >0 LK
x €] —o0;0[ f’(z) <0 RK
eFunktion
1
z) = 2
f2( ) xx_s—lll:cz
f2 (@) == =
e2. Ableitungen
, z? — 3z + 3)x
fo (z) = ﬁ
22> =324+3)=0=>x=0 V
> -3z +3=0

+34+4/(-3)*-4-1-3

2-1
+3£+v-3

Diskriminante negativ keine Losung
x9 = 0; 1-fache Nullstelle
Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen

$3

Zahler =0
22—324+3=0

Ti/2 =

Ti/2 =

x10 = 1; 1-fache Nullstelle
xr < 0 <z<|l|<z
() | + 0 — 0| +
Graph | RK | WP LK RK

Wendepunkte und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungs-
verhalten gleich Null.

e f”(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, z1..).
Einsetzen der Nullstellen zg,z;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt

Interaktive Inhalte:
Kurvendiskussion

WP(0/ —2) kein WP z=1
x € —00;0] U ]l00f f’(z)>0 LK
x €)0;1] f’(z) <0 RK

eFunktion

fi(@) = 52° — 1%z

el. Ableitungen

@) = L2 — 11 = (@ +4)(z—4)
e2. Ableitungen

f'(z) = %=

3. Ableitungen
7@ =3

f'(@) = Ew=0
z=0

17(0) = 4 #£0=
Wp(0/0)
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4.2.5 Graph der 2. Ableitung

fi(z) = 31—2303 - 1%1‘ fo (z) = -2 1 24
T
6 T 6T L
4+ 4T
e T
- Il 3 - Il Il [aY Il Il Il .
«f— > T Tt T T >
-6 -6 —4 \_ 2 4 6
HT
TEP((i/f* RK
—6 4 —6 +
\ M
2. Ableitung f{ (z}= 3—62:6 2. Ableitung f3 (z)4
6 1 6 1
4+ 4
1 1
L1 (@) > 0 £ > |

\

/

T T T < i i —6 i i i >
2 4 6 -6 —4 -2 2 4 6

i () <6

= _4

- —6

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);

TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asymptote;
LK - Linkskriimmung; RK - Rechtskriimmung; WP - Wendepunkt;

Funktion - 2. Ableitung ”(x)

Funktion f(z)

2. Ableitung " (x)

WP
LK
RK
TEP
VA
HA

NST f”(z) = 0 mit VZW

f(x) >0
f(x) <0
NST mit VZW
VA

HA

Interaktive Inhalte:

’Funktionsgraph ‘ Wertetable
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4.2.6 Ableitung der Grundfunktionen

Polynomfunktion

f@=a"  f(2)=na"t!

Die Ableitungen bildet man durch:

Exponent vorziehen und vom Exponenten 1 abziehen
f@=z f@)=1

f(z) = ax™ ' (z) = naz™!

f@=a f(2)=a

Konstanter Faktor a bleibt erhalten

f@=a f(2)=0

(f(z) £ g(x)) = f'(z) £ ¢'(x)

Bei Summen wird jeder Summand einzeln abgeleitet

Exponentialfunktion Basis e

flo)=e" fl(x)=¢
f(z) = ae” I (x) = ae”
fx)=ae*+b f'(x) = ae®

Logarithmusfunktion Basis e

f@) =z [ (w) =1
f@)=ale  fl@)=0
f@)=alnx+b fl(x)=2

Tz

Exponentialfunktion allgemein

f(x)=a" /() =a"Ina

Logarithmusfunktion allgemein

f@)=log,x  ['(z) =77

Trigonometrische Funktionen

f(z) =sinzx f'(x) =cosx
f(z) =cosx ' (x) = —sinzx
f@)=tans (@) =

Interaktive Inhalte:
Ableitung

fi@)=2"  fi(z)=5
f2(x) = 82" f3(x) =
fa(z)=2z  fi(z)=2
fa(e) =5 fi(z)=0
fs@@)=a+a"+z+3
fY (x) = 202® + 1222

f@)=3e"+4  f'(a)

2~ = 5zt
8. 52°~1 = 40z*

fi(z) = 5a* +42® + 1

= 3e”

f(@x)=4lnz+5 flz)=12

f(z)=3" f'(z) =3"In3

f(x)=loggz [ (2)= 37

fa(z) = 2+ 2 -sinx

fo(x) =3 2>+ 2 cosx
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4.2.7 Ableitungsregeln
Ableiten von Summen und Differenzen
(@) £ 9@)) = @) @) B =t ot

! (x) = 202> + 1222
fa(z) =23 4+ 2 -sinz
)

Ableiten mit konstantem Faktor

(- f@) =c- (@) fi (@) = 5e7 + dlna
fi(z) =5e* + 4%
fo(x) =bcosx +4sinz
f5(x) = —bsinz + 4cosz
Kettenregel
(flg(x)))" = f'(g(x)) - ' () fi (@) =e*
o duBere Funktion f() ableiten duBere Funktion: () innnere Funktion: 2z
/ — 2z 2=9 2z
e innere Funktion g(x) unabgeleitet abschreiben f‘ ; Ez; - gsm 2 e
e mit der Ableitung der inneren Funktion g(x) multiplizieren auBere Funktion: sin(..) innnere Funktion: 5z
(nachdifferenzieren) fa (@)= 3(3053555 -5 = 15cos 5z
f5 (x) = 5e**
duflere Funktion: e innnere Funktion: 3z®
f5(x) = 5¢3°° . 9z% = 453237
fa(z) = (2® —x)
auBere Funktion: (...)" innnere Funktion: z* —
fa(z) =7z —2)% (32 — 1) = (212% — 7)(z® — 2)°
Produktregel
(f(z) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - g (z) fi@) =a%e”
e 1. Faktor f(x) ableiten f}(x) = 2@ e
fi(z) = ze®(2 + x)
e mal fo(z) = (22 —6-2+2)-e”
e 2. Faktor g(x) unabgeleitet fox)=(2-2—6) "+ (2> —6-2+2) ¢°
o plus fé(m) 261(2{5—64-372—6%4-2)
fo(z) = € (z° — 4o — 4)
e 1. Faktor f(x) unabgeleitet
e mal
e 2. Faktor g(x) abgeleitet
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Quotientenregel

(f($)>' _ f'(@) - g(x) = f(z) - ¢'(z)

g(x) (9(x))?
o Zihler f(x) ableiten

e mal

e Nenner g(x) unabgeleitet
e minus

o Zihler f(x) unabgeleitet
e mal

e Nenner g(x) abgeleitet

e durch

e Nenner g(x) im Quadrat

4.2.8 Tangenten- und Normalengleichung

Tangentengleichung

Tangente an der Stelle x(:

g(@) = f'(xo)(x — o) + f(x0)

oder

Yo = f(o)

my = f'(wo)

Geradengleichung;:

y=m-x+1

myg, Tg, Yo einsetzen und nach t auflésen
t=yo—my-To

my,t einsetzen

y=my -x+1

Normalengleichung

Normale an der Stelle zq:

~1
g(x) = m(ﬁﬁ —x0) + f(20)

oder
Yo = f(z0)
my = f'(20)
Steigung der Normalen:
m, = —

my
Geradengleichung:
y=m-x+t

Mn, To, Yo einsetzen und nach t auflésen
t=1yo— mp-To
my,,t einsetzen

Yy=my-T+1

_3-2*—(3z-1)-2z

f@=220 f@
f/ ((L’) _ 32‘/2—(222—21)
1 (o) = =teiiee
F= 2
P

f/ (m) = _3(333_ %)

/ —Sxx—l—Q
fia)=—3
Funktion
f(z) =22
f(z) =2z
Tangente an der Stelle zg = %
f(3)=1
(=1
g(z) = f'(z0)(z — z0) + f(z0)
9(@) =3 -3)+753)
ggw% =1(z n %)14- 1
g\z) = — 35 A Y
glz)=z—1
Funktion
f(z)= z?
f(z) =2z
Normale an der Stelle zg = %
f(3) =1
f'z) =1
9(2) = 7755y (= z0) + f(20)
9(@) = 7= - 3) + £(3)
9(@) = F(@—-3)+3
@)= 1o+ 141"
g(z)=—low+ 32

(22)?
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Interaktive Inhalte:

’Funktionsgraph ‘ Wertetable ’Tangentengleichung

4.2.9 Newtonsches Iterationsverfahren

verfahren berechnen.
Tn

x =, —
n+1 n f, (l‘n)
Startwert zg wéhlen

o — g L(@0)
Y (=)
N (C7Y
2 1 f/(l‘]_)

Nullstelle einer Funktion mit dem Newtonsches Iterations-

Interaktive Inhalte:
’ Newtonver fahren

Funktion

f (z) = z* — 4,000
f! (z) = 2,000z
Tnt+l = Tn — ff‘/((zz))

Startwert: o = 1,000
f(1,000) = —3,000
f/(1,000) = 2,000

£(1,000)
=1,000 — L\
e £'(1,000)
=1,000 — —-
nea 2,000
1 = 2,500

£(2,500) = 2,250
#'(2,500) = 5,000

£(2,500)
=2,500 — L\ %)
R
=2 "
22 = 2,500 = =500
22 = 2,050

£(2,050) = 0,203
#/(2,050) = 4,100

£(2,050)
=2,050 — 42—
R
73 = 2,050 — oo
x5 = 2,001
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4.3 Integralrechnung
4.3.1 Definition

A A
fi(z) =0,252% + 1,52 fo(z) = x® — 4
4 1 4 4+
3T 31
2 + 9 4
Al >0
LT J4,>0 T
- | | | n | L | | | 3
o~ T 1 T 1 T T T T U T -
-3 - A <0 1 2 3 -3 2 -1 3
21+ -1\ 4,<o0
-2 + —92 1
-3 T 34
Y Y
Hauptsatz der Integralrechnung
Fi(z) = f(x) Fi(z) =
Die Ableitung von F(z) ist f(z) Fi(z) =
. Fi(z) ist Stammfunktlon von f(z) =2z
F(z) ist Stammfunktion von f(z) Fo(z) = 2% + 3
Die Menge aller Stammfunktionen erhilt man durch das ’(:B) = %
Addieren einer Konstanten c. F(z) ist Stammfunktion von f(z) = 2z

f(z) = az™

F(x)= %ﬂa:ﬂ”l +c

Unbestimmtes Integral

()= [ f(z) dx=F(z)+c¢
Die Stammfunktion zu einer Funktion f(x) ist das unbe-

stimmte Integral.

Die Menge aller Stammfunktionen von f(z) = 2z
F(z)=2>+¢

f (z) = 62

F(z)= [62” dx=6-22°T" + ¢

F(z) =22° + ¢

Flz)=f(-37°+25+5) dx =1z + 2> + 5w + ¢
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Bestimmtes Integral

° Flachenbﬂanz

A= [ 1@ ax= @ik =ro) - P
A ist der Flacheninhalt unter einer Kurve der Funktion f(x)
im Integrationsbereich von a bis b.
Fléache oberhalb der x-Achse = A > 0
Flache unterhalb der x-Achse = A < 0
Flachen unterhalb und oberhalb der x-Achse = Summe der
Teilflachen
e Fliche zwischen dem Graphen und der x-Achse
- Nullstellen berechnen
- Fléchen zwischen den Nullstellen berechnen

- Betrége der Flachen addieren

Integralfunktion

Fla) = [ F)dt=1F @l = F@) - F®)
Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle.
Fk)=0

Interaktive Inhalte:
’ Stamm funktion H Integral

Funktion

fi(z)=1z*+ 11z

Stammfunktion

F(z)= %x?’ + %x2

Flache unterhalb der x-Achse = A1 <0

Fliche oberhalb der x-Achse = A > 0
271 1 1 3 ,]?
Ap = / (Zx +1- m)dw—[ﬁm +4 ]0
=(15:2°+3-2") - (- 0°+§-0°)
= (33) - (0) =33
Flache unterhalb und oberhalb der x-Achse = Summe der Teilflachen

]_2 1 1 322
= 12z ) do = | —
N o ol il O

B

= (57432 = (& (2P + 1 (-2%)
:(33) (21) 13

Az = A1+A2=(— )+32_%

fo () = 2® f4x—x(x+2)(:cf2)
eNullstellen: 1 = -2 29 =0 23=2
Av= [°, (a° — 4z) do = [Fa* —207]°,

=(3-0°~2-0°) — (3 (-2)* -2 (-2)*)
— (0) - (-4 =4 2
Ango (a: —4m)dx:[ia: —21:]
=(3-2"-2-2") - (30" -2.0°)

~ - =
eFliache zwischen dem Graphen und der x-Achse:
A=A+ |A2| = 4]+ ]| —4| =8

F@) = J7,
(30 +2
T

2) =

(2t° + 4t) dt = [38° + 2t°]7
) — (5 (-2 +2-(-2%)

2
—23

F(
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4.3.2 Integration der Grundfunktionen

Polynomfunktion

= [a"dx = +1 "t e
Zum Exponenten 1 addieren, durch den Exponenten divi-
dieren.
F(z)= [z dx=1z?+c
x) = [az" dx = afg - 2" 4 e
Konstanter Faktor a bleibt erhalten.
=f[adx=azx+c

/f g dx—/f dx+/g(a:)dx

Bei Summen wird jeder Summand einzeln integriert.

Exponentialfunktion Basis e

F(z)=[e"dx=¢€"+¢
F(z) = [ae” dx = ae® + ¢
F(z)= [ae” +bdx=ae* +bx+c

Logarithmusfunktion Basis e

F(z)=[lnzdx=zlhz—2z+c
F(z)=[alnz dx=a(zlnz —2)+¢
F(z)=[alnz+bdx==a(zlnz —z)+br+c

Rationale Funktion mit linearer Funktion im Nenner

F(z)=[1dx=Inlz|+c
F(x):fm-rb dx = LInfaz +b/+c

Trigonometrische Funktionen

F(z) = [sinz dx = —cosz + ¢
F(z)= [cosz dx =sinz + ¢

Interaktive Inhalte:
’ Stamm funktion ‘

4.3.3 Integrationsregeln

Integration von Summen und Differenzen

[#@axs [g@ax= [ 1)+ glajax

F(z)=[4dx=4z+c

Fr(z) = [(— 2m2+2x+5)dx—
Fg($)=—%~% 2+1+2 't 4 5r 4
Fy(z) = —12° +2° +51+c

Fz)=[-3"+2dx=—-3e"+2z+c

F(z)=[Thz+2dx=="7(zlhz—z)+2z+c

F(a:):fgﬂ_1 dx—ln|:r+1|—|—c

F(z)= [tz dx=3In|2zc+3|+¢
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Integration mit konstantem Faktor

/c - fla)dx = c/f(x)dx

Integration mit vertauschten Grenzen

/abf(x)dX:—/baf(x)dx

Integrationsgrenzen zusammenfassen

/abf(x) dx + /bcf(:c)dx _ /:f(x) dx

Ableitung des Nenners im Zihler

PO =g+

Innere Funktion ist der abgeleitete Faktor

Innere Funktion ist eine lineare Funktion

/f(aa:+b) dXz%F(m)—!—c

I dx—ln|x2|+c

f —122245
—4z34+55—2

dx=In| — 4% + 52 — 2| + ¢

J2z(z® —3)* dx = 1(z® —3)° +¢

f2mem2

—_ 27
Sdx=¢" 3 4¢

J2zsin(z® — 3) dx = — cos(z® — 3) + ¢

f(3x2 — 6x)

[(2z —6)* dx

fe* % dx =
[ cos(—

| =r

2x — 6
dx =%

6)

3_o 2 3_o 2
e® 3z dx = e* 3z +ec

:%-%(2x—3)5+c:%(2x—3)5+c
e:c 6+C

dx = —1sin(—2z — 3) +c¢

=In |5z + 3| +¢
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4.3.4 Graph der Stammfunktion
Funktion fi (z) = 4522 — 1.5
. 6 1 .

Funktion fa () =14

Y

HT
;mf sSms HT
—sL Ly >
P2 4 .6/
T Faoa(z) = 2220 —
- . et g 4
-3 Fao(z) = 2~

Y

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichehwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);
TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asym-

ptote; LK - Linkskriimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt; PS - Punktsymmetrie zum Ursprung; AS - Achsensymmetrie

zur y-Achse
Zu jeder Funktion f(x) gibt es eine Menge von Stammfunk-
tionen F(x), die um ¢ in y-Richtung verschoben sind.
Funktion f(z) Stammfunktion F(x)
NST f(z) =0 Extremwert (HT)
VZW von + nach — HP
VZW von — nach + TP
NST ohne VZW TEP
Extremwert WP
f(z) > 0 (positiv) SIS
f(z) <0 (negativ) smf
PS AS
AS PS

fiz) = Z2* - 15
— 3 .,.2 _ 1.3
Fi(z)= [ 52* —15dx= 5a0° — 1.5z +¢
Fiz(z) = 552° — 1,52+ 2 Fi_s(z) = 552° — 1,52 — 2

Fi_3(x) = S%mg’ — 1,52 —3 Fio(x) = S%xg’ — 1,5z

Interaktive Inhalte:

Funktionsgraph ‘ Wertetable

fi(x) | Fi(z)
NST z = —4 Extremwert: x = —4
VZW von + nach - x = —4 HP:x = —4
Extremwert: x = 0 WP: z=0
flx) >0 z<—4 sms: ¢ < —4
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4.4 Kurvendiskussion

4.4.1 Ganzrationale Funktion
fa(z) = (1 -2)% A

/41;* Jlx(x \61
fs(x)z—O 03(x+3
4a

\

Formen der Polynomfunktion - ganzrationale Funktion

e Summendarstellung der Polynomfunktion
f(@) = apa™ + an_12" 1+ ap_ox™ 2.+ a1zt + ap

oder

f(x) = az™ + ba" ! + ca™ 2.

Die hochste Potenz (n) gibt den Grad der Polynomfunktion
an.

e Produktdarstellung (faktorisierte Form) der Polynom-
funktion

Ist der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der (reel-
len)Nullstellen, kann man die Funktion in faktorisierter
Form schreiben.

f@)=a(z —z1)(x — x2)(x — x3)...

Nullstellen: 1, z2, x3...

Linearfaktoren: (x — z1), (x — x2)...

a=Koeffizient der héchsten Potenz

Grad 1: Lineare Funktion

f(x)=azx+b

Grad 2: Quadratische Funktion

f@) = az? + bt f(z) = al@ —21)(@ - 22)

Grad 3: Kubische Funktion

f(x) =az® +bx? +cx+d

f(2) = al@ — 21)(x — 22)(z — 25)

Grad 4: Biquadratische Funktionen

flx) = az* +bxd 4 cx® +dr + e

f(x) =alz —21)(x — 22)(x — x3)(2 — 24)

Grad 5:

f(x) = az® + ba* 4+ ca® + da® +ex + f

f(@) = a(z — z1) (7 — 22) (7 — 23) (2 — 24) (T — T5)

()—<1+1 A
/[:) 2 643122 — 16)

fs(x) = 12(1 —4)

Summen- in Produktdarstellung;:

fi(z) = —1ix2 + 5z = —1tz(z — 4)

fo(x) = —2® +3- x+2——(x+1)2(a:—2)
falz) = 52° — 12z =0
a:(110$2— 7)—0:>x1 =0 V
T2 = 4 Tr3 = —4

Grad der Funktion = Anzahl der Nullstellen = 3
Faktorisierte Form:

fa(z) =0,1z(x 4+ 4)(z — 4)

f7()=—x a:+31—0
u=zx u' =z

L2 —1u—|—3%:0

1.2 3 _
T 1 =0

[

2 55
u1 = 16 us = 4
z? =16
z = +/16
xr1 = 4 To = —4
z? =
r=+V4
r3 = 2 T4 = —2
Faktorisierte Form:
fr (@) = & (@ +4)(@ - 4)( +2)(@ - 2)

Produkt- in Summendarstellung:

f3(z) = (z = 2)(z - 2)(z - 2) = (z - 2)°

fa(z) = 2 — 62% — 122 — 8

f5( ) =0, 1x(x—|—4)(x—4) :0,1x3— 13z
fo(z) = (= + )4*23 +42® 4+ 622 + 4z +1

(w) =0, (25(30 - 4)(1;2 ~16) =0, 05z% — 2% + 18
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Definitions- und Wertebereich

e Definitionsbereich D =R

e Wertebereich

- héchster Exponent ungerade:
W =R

- hochster Exponent gerade:

W = [absoluter Tiefpunkt;oo]
W =] — oo;absoluter Hochpunkt]

Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:
f(=z)=—=F(2)

f (z) hat nur ungerade Exponenten
Achsensymmetrie zur y-Achse:
f(=z)=f(z)

f (z) hat nur gerade Exponenten

fi(z)=—112" + 52

absoluter Hochpunkt: (2/5) hochster Exponent: 2 (gerade Zahl)

D=R W =] — o0, 5]
fo(z)=—234+3-z+2

hochster Exponent: 3 (ungerade Zahl)

D=R W=R

f5(z)=0,12°—122 D=R W=R
fr(z) =0,052" — 2% 4+ L&

absoluter Tiefpunkt aus der Kurvendiskussion:
D=R W=][-1%,00]

fi(—o) = =13 - (—2)? +5- (~a)
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
fa(—z)=—-1-1(-x)>+3-(—z) +2
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
fa(z) =0,12% — 132
fi(—2) = 0,1(-2)* — 12 - (~a)
fa(=z)=-(0,1-2° - 12 - z)

( = —f () = Symmetrie zum Ursprung
fr(x) = 0,05z — 2% + 18
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Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

e Funktionsterm gleich Null setzen und die Gleichung lsen.

( siehe Algebra-Gleichungen)

f@)=0 az"+bx" 1+ca"2..=0

e hochster Exponent ungerade

1 < Anzahl der Nullstellen < Grad des Polynoms
e hochster Exponent gerade

0 < Anzahl der Nullstellen < Grad des Polynoms

Faktorisierte Polynomfunktion

e Nullstellen aus faktorisierten Polynom ablesen.
a(z —z1)(z — z2)(x — 23)... =0

Nullstellen: x1,z2, x3...

Nullstellen aus faktorisierten Polynom ablesen.
fa(x) = (x —2)®> 2123 =2 3-fache Nullstelle
fs(z) = —0,03(z + 3)*(z — 6)

z1 = —3 2-fache Nullstelle

x23 = 6 1-fache Nullstelle

Funktionsterm gleich Null setzen.

fi(z) = —132° + 52 =0
o(-13x+5)=0=2z=0 VvV -—13x+5=0
—1iz+5=0 VvV z=4

r1 = O o = 4
Faktorisierte Form: fi(z) = —13z(z —4)

fo(z)=—a®+32+2=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:z; = —1
(—=3 43z 42 ):i(z+1)= -2 +a+2
(= =7
x> +3x 42
o 5
2x +2
—(2z +2)
0
—224+2+2=0
—14+4/12—-4-(-1)-2
T1/2 = 2 (—1) V. xe=-—1 r3 = 2

Faktorisierte Form: fo(z) = —(z+1)%(z —2)
fa(w) = 352° =123z =0

(2’ —12)=0=>21=0 V
To = 4 xr3 = —4

Grad der Funktion = Anzahl der Nullstellen = 3
Faktorisierte Form: f5(z) =0,1z(z +4)(z — 4)
fr(@) = 552 —2® +3L =0

U=z u? = z?

%u271u+3%20

1,2 3 _

Uy/2 = 9. L
20
ur = 16 us =4 VvV
22=16 z=4+V16 z1=4 ao=—4
2 =4 x::I:\/Z r3 =2 Ty = —2

Faktorisierte Form: fr(z) = %(m +4)(z —4)(z+ 2)(z — 2)
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Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse

Bei ganzrationalen Funktionen kann sich das Vorzeichen nur
an den Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner
bzw. grofler als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des
Funktionswerts in die Tabelle eintragen.

Vorzeichentabelle mit f(x)

x < xr1 <z
f(=@) + 0 -
Graph | oberhalb 0 unterhalb

+ f(x)>0 Graph oberhalb der x-Achse
- f(x)<0 Graph unterhalb der x-Achse

fi(z) = —1%2® + 52

r< |0 | <zx< |4 |<z

flxy| — |0 + 0| —

x €]0;4[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse
z €] —00;0[ U ]4;00[ f(z) <0 wunterhalb der x-Achse
fo(z) = —24+3-24+2

r< |-l <zx<|2| <=z

f@| ¥ [0 + |0 -

Grenzwert - Verhalten im Unendlichen

z €] —o0;—1] U ]—1;2[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]2;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse
Faktorisierte Form:
f5 (@) = 0, La(a + 4)(x — 4)

Nullstellen:z; = 0 o =4 xr3 = —4
-5< —4 f5(=5) =—4,5
< | 4| <z<|0|<zx< |4 <2
f(x) — 0 + 0 — 0] +

f(@) = apx™ + an_12"t + an_22™ % + ax! + ag
lim f(z) = +o0 lim f(z) =+

T—00 T——00

Das Vorzeichen des Glieds mit der hochsten Potenz und
der Grad des Polynoms bestimmen das Vorzeichen des
Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich

an Grad Grenzwert

+ gerade lim a, -o0™ = oo
xTr—r oo

—+ ungerade lim a, -oc0™ = oo
xTr—r o0

- gerade lim a, - oo" = —c0
&Tr—r o0

- ungerade lim a, -o0o" = —c0

T — 00

Grenzwert gegen minus Unendlich

4;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse

z €] —4;00 U ]
[ U ]0;4] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

x €] — 00; —4

fi(z) = —112® + 5z

Glied mit der hochsten Potenz: — 1%m2

I () = [l 269 = —e2

folx)=—a®+3-2+2
Glied mit der héchsten Potenz: — z°

lim f(2) = [-1-00°] = —o0
“lim_fo (@) = [-1- (~00)*] = oo

an Grad Grenzwert
+ gerade lim ag, - (—o0)™ = co
Tr—r — 00
+ ungerade lim a, - (—oc0)" = —c0
€xr—r—00
- gerade lim a, - (—00)" = —c0
T —— 00
- ungerade lim ap - (—00)" =00
T — — 00
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Ableitung

f(x) = apa™ + an_12" L.+ a2® + a1zt + ap fi(z) = —112® + 5z = —11a(z —4)
Die Ableitungen bildet man durch: Exponent vorziehen und f i,(x) :__22%196 i

vom Exponenten 1 abziehen. }//((mx))_zi 2
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion

an der Stelle x an Jf2 (953 2 +3z+2=—(z+1)*(z —2)
' 13

() = =322 4+ 3= -3(z+1)(z — 1)
Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funk- f3 (z) = —62 = —6a

tion an der Stelle = an. f3" (x) = -6
fl@)=apn-a2" t+a,_1-(n—1)-2" 2. +ay-2-2° 1 +a;
f(z) =azx™ ' (x) = naz" !

Grad 1: Lineare Funktion

f@)=az+b fl@)=a

Grad 2: Quadratische Funktion

f(x)=az?+brx+c f(r)=2ax+b

Grad 3: Kubische Funktion

f(x)=az® +bx? +cx+d f'(x)=3az?+2bx +c

Grad 4: Biquadratische Funktionen

f(x) = az* + bad + cx® +dr + e

f'(z) = 4ax® + 3bx® + 2cx +d

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente

o Dlat5-0 /-5
e f/(x) = 0 (Notwendige Bedingung) —2le——5 /:(=21)

2

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..). - =
In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen ze9
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) f1(2) < 0 = Hochpunkt: (2/5)
besitzen.
fi(z) =—-3z2+3=0

Einsetzen der Nullstellen xg,z1.. in die 2. Ableitung (Hin- 322 43—0 /-3

reichende Bedingung) —372 = _3 /:(=3)
o [ (xz0) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei z 22 = :72

o [ (x29) < 0(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg r =41

o " (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt r1=1 w2=-1

f3/(=1) = 6 > 0 = Tiefpunkt: (—1/0)
5 (1) =—6
f#(1) < 0= Hochpunkt: (1/4)
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Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine
horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei-
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f'(x) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton
steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Plus

nach Minus.

< | x <z
f'(=) + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton

fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f/(z) von Minus

nach Plus.
xz < T <z
f'@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten &ndert sich nicht. Kein Vorzeichen-

wechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z x < 1 <z
@ [+ o T+ [ Ff@ [ -1 0o |-
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.

fi(z)=—2Lz+5

r< | 2| <=z

ff@| + 0] -

streng monoton steigend

x €] —o00;2[ f(z)>0
streng monoton fallend

x €]2;00[ f(x) <0
fo(x) = =322 +3

r<|-1l|<zx<|1l|<=x

F@ - (0] + [0] -

streng monoton steigend

z€]l—11 f'(zr)>0
streng monoton fallend

Wendepunkte und 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Krimmungs-
verhalten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).
Einsetzen der Nullstellen zg, ;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt

z€]—o0;—1] U ]lyo0[ f'(z)<0

" (x)=0
kein Wendepunkt

fo(x)=—-6z2=0=2=0
7(0) =2

17(0) # 0 =
Wendepunkt: (0/2)
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver-
halten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg,x;..). Zur
Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer-
den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin-
reichende Bedingung)

Einen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wéihlen und
das Vorzeichen von f”(z) in die Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt
(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt
nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < T1 <z z < T <z
f'@) |+ 0 - | M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + 0| + [ ff= | =] 0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

Stammfunktion von f(x)

Stammfunktionen bildet man durch: zum Exponent 1 addie-
ren, durch den Exponenten dividieren.

f(x)=ax" F(z)= n}Ham"+1 +c

Unbestimmtes Integral: F(z) = [ f (z)dz = F(z) + ¢

Bestimmtes Integral

5 () = —6x

x < <z

0
f'@) | + J0] —
x €] —o00;0[ f"(x) >0 linksgekrimmt

[
x €]0;00[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

J(—112? + 5z)de = —32° + 242° + ¢
f( a:3+3x+2)da:——fa; +11x2+2x+c

" z2 A= [ (=1 22 1 52) dx = [— B3 1 21,2]4
A= [Cf@a=F @ = Fe) - Fa) | A6 Gl v e = P2l
12 2 12 2

Interaktive Inhalte:
’ Funktionsgraph H Wertetable H hier klicken ‘

= (131

)

—(0) =131

—x3+3m+2)da: [i +11x2+2x}
+11.22+2.2) — (-1 (-1)* +11.(71)2+2~(71))

~%) =63
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4.4.2 Gebrochenrationale Funktion

1 2 {op 11 — 22—
fi(x) = 17-"-2. 6 15 fo(x) = %6 ji fa(z) = zflg 6 jt
: r=-2 .
| . 4 . 4 .
y=0 ... s
T -
2 4 6 -6 —4
'

Formen der gebrochenrationalen Funktion

Summendarstellung der gebrochenrationale Funktion:
Z(x)
Anx”™ + 12"+ ap_ox™ 2.+ asx?® + a1zt + ag

b @™ + by 1™+ bpp_ox™ 2.+ box? 4+ bzt + by
Zahlerpolynom vom Grad n:

Z(,T) =apz" + an,1$H_1 + an,gx"_Q... + a2$2 + (],1371 + ag
Nennerpolynom vom Grad m:
N(x) = byp@™ + by 12™ L+ by 2™ 2.+ box? + bl + b

Produktdarstellung (faktorisierte Form) der gebrochenra-
tionale Funktion;
fla) = x—z1)(x — 29)(x — 23)...

(x —n1)(z — na)(z — ng)...
21, 22, 2z3... Nullstellen des Zahlers

n1,ng, n3... Nullstellen des Nenners

Definitions- und Wertebereich

Definitionsbereich:

Nullstellen des Nennerpolynoms ausschlieflen.
N(z)=0

ny, no, ns... Nullstellen des Nenners (Definitionsliicken)
D =R\ {ng,n1,no..}

(siehe Algebra - Gleichungen)

Wertebereich:

Bestimmung nur nach Kurvendiskussion moglich.

Nennerpolynom:

Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:

f=2)=—f(2)

Achsensymmetrie zur y-Achse:

f(=z) = f(x)

2?4224+ 1
fa (@) = —5—F—
Zahlerpolynom:Z(z) = 22+ 2z +1
Nennerpolynom: N (z) = 2% — 4
Faktorisierte Form:
(z+1)?

Zéhlergrad:2
Nennergrad:2

2@ = w6
z°—4
I3 (x) = p— 1%
Funktion nach der Polynomdivision:
13
fa(@)=2+15+ 17114;
2
1
fl (l‘) - m
D=R\{-2}
2
z°4+2x+1
@) =gy
Nenner Null setzen
> —4=0
?—4=0 /+4
r=+V4
xr1 = 2 To = —2

D=R\{-2;2}
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Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

Zahlerpolynom gleich Null setzen.
Z(x)=0

21, 22, 23... Nullstellen des Zahlers

Zahlerpolynom:

(siehe Algebra - Gleichungen)

Verhalten im Unendlichen - Grenzwert - Asymptoten

e Zihlergrad>Nennergrad
lim f(x)=+c0

xT—r0o0
Das Vorzeichen der Glieder mit der hochsten Potenzen

lim f(z)=+o00
T—r—00

und der Grad der hochsten Exponenten, bestimmen das
Vorzeichen des Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich

an  (00)"

lim b ooy = +00

Tr—r00

Grenzwert gegen minus Unendlich

a,  (—o0)"

lim b ooy =t00

T—r—00

e Zahlergrad=Nennergrad+1
lim f(z)=+o00
Tr—Fo0
Polynomdivision - schiefe Asymptote

e Zihlergrad=Nennergrad
Qnp

lim f(x)=—

r—too bm

a
horizontale Asymptote: y = b—"
m

o Zahlergrad<Nennergrad
lim f(x)=0

z—+o0

horizontale Asymptote: y = 0

o+ 241
(@)= =g —

Zahlerpolynom gleich Null setzen:
2’+224+1=0

—24++v22-4-1-1
Ti/2 = 2.1
2440
np= Ty
xr1 = —1 To = —1
x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Zéhlergrad < Nennergrad
=0

lim
z—+oo T + 2
Horizontale Asymptote: y = 0
Zahlergrad = Nennergrad

. 1z 42241
xgr:ir:loo 1$2 —4 D !
Horizontale Asymptote: y = 1

Zéhlergrad = Nennergrad+1

2
z° —4
fa (@)= ——=
lim 2.2 — o
z—00 1 (c0)? R
LN
oder
21— )
lim xl =00
r—00 1=
z(l — —=2)
Ty
?(1- =)
lim xl = —00
T——00 1 15)
x( .
Polynomdivision :
(z? -4 ):(z-13)=z+13
—(z® —1iz)
1z —4
1 1
_11Za
fs(@)=z+15+ P

Schiefe Asymptote: y = = + 1%
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Verhalten an den Definitionsliicken - Grenzwert - Asymptoten

D=R \ {$0,$1..}

Zo,x1.. sind Definitionsliicken von f(x)

lim f(z) =o00=
T—rTo

Vertikale Asymptote: x = zg

Ableitung

Die Ableitungen bildet man durch die Quotientenregel:
Z'(x) - N(z) — Z(x) - N'(x
Fla) = (z) (]37 2() (z)
(N(z))
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion

an der Stelle x an.

Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funk-

tion an der Stelle x an.

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente
(HT).

e f/(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (z9) > O(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei

o [ (x9) < 0(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg

o [ (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

li

=00
lim —— =

r——2" (1’ + 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): x = —2

(z+1)°

li —_— =
x—)lEHQ‘F (z+2)(z —2) *°

: (z+1)?

lim ———F——— =

A G-
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

i @D
a2t (. +2)(z —2)
(z +1)?

lim — )
o @+ D@ —2) O
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

0-(z+2)—1-1
fi (xo) 1: %
= 71: = o)
ey
= ——=
B ( Jﬁ)
T (z+2)2 )

_ 0 (z*+4z+4)—(—1)-(2z+4)

f” ((i)(_; y (z2+4z+4)2
= (z2+4x+4)2
_ 2x+4
T (22 44x+4)2
_ 2z+4
= @ tictd?
_ 2(x+2)
(24
_ 2
~ (z+2)3

2
fo (z) = =422t
i (z) = (2z+2)-(12(742)7()122+2z+1)-2z

—4

_ (2x3+2$2—8x—8)—(902x3+4x2+2x)
B 22210 8(1274)2
= T @2-42
£i(z) = —2z%2 — 10z — 8 .
2 T ozt —822416

222 10z —8=0

110+ /(10> —4- (~2) - (-8)
e 2-(-2)
+10+ V36

—4
10£6

T1/2 =

T1/2 = 1
_10+6
4 —4

1= —4 To = —1

"(—4) = 6 > 0 = Tiefpunkt: (—4/2)
1)= -6

—1) < 0 = Hochpunkt: (—1/0)
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Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine
horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei-
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f'(x) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton
steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Plus

nach Minus.

< | x <z
f'(=) + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton

fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f/(z) von Minus

nach Plus.
xz < T <z
f'@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten &ndert sich nicht. Kein Vorzeichen-

wechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z x < 1 <z
@ [+ o T+ [ Ff@ [ -1 0o |-
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.

fi(2) = G
Zahler = 0
keine Losung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xo = —2; 1-fache Nullstelle

Wendepunkt und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Krimmungs-
verhalten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).
Einsetzen der Nullstellen zg, ;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver- eKriimmung
halten gleich Null. £ (@) = ﬁ
o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung) Zhler = 0
Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xq,z1..). Zur keine Losung
Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer- Nl den Nemmers e ) fimmeims
den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin- x3 = —2; 1-fache Nullstelle
reichende Bedingung) Einen Wert kleiner bzw. grofler als die i r<|-2|<=z
ffla) | — 10 ] +

Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f”(x) in die Ta-

belle eintragen. z €] — 200 f’(x) >0 linksgekrimmt
e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt

x €] —o0;—2[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt

nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < T <z T < 1 <z
f'@) |+ 0 - | M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht.

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung
x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + 0| + [ ff= | =] 0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK
Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

Interaktive Inhalte:
’ Funktionsgraph H Wertetable H hier klicken ‘

4.4.3 Exponentialfunktion (Basis e)
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Formen der Exponentialfunktion

Exponentialfunktion

flz) = e

Allgemeine Exponentialfunktion
flx) = aeb@=¢) 4 ¢

(siehe Funktionen - Exponentialfunktion)

Definitions- und Wertebereich

fw) = e
D=R W=R"
f(z) = ae’@=9) 44
D=R
a>0
a<0

W = [d; oo
W =] — o0;d]

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

flx)=¢e" €” > 0 = keine Nullstellen
F(2) = ae®a=e) 4 g
ae?@=) +d =0 /—d

ae’@=9) = —q /:a
—d

eb(;c) = /1n

— >0

fo(z) =2- "1 =2
fa(x)=e™"
fs(@)=—-2-e7"+3

fo(z) =2t —2 D=R
fi(z)=e™® D=R RT
fs(x)=—-2-e*+3 D=R

fo(z) =2 "t —2
2.etD) _2-9
2.eEtY _9=0 /42
2. =42 /:2
et =1 /1n
z+1=1In(1) /-1

B = =l

(@) =e2=7 41
ez®l41=0 /-1
11

ez =1

—1 < 0 = keine Nullstellen

W = [—2; 00]

W =] — o0; 3]
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Grenzwert - Asymptoten

flz) =e€"
lim e = 400
T—r00
lim =0 = horizontale Asymptote y=0
Tr—r— 00

flx) = aeb@=c) 4 ¢

lim aet®=¢) 4 d

T—r00

Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0:

lim aco+d =00

lim b(co —¢) =00 lim e® =0

T—00 T—00 T—00
lim b(—oco—¢)=—-0c0 lim e > =0
T——00 T——00
lima-04+d=d = HA:y=d
T—00
a b Grenzwert — +o00 Asymptote
+ + lim ae?@®= 9 +d =0 keine
T —r oo
- + lim ae?®=9 1 d=— keine
xTr—r oo
+ - lim ae?@=9) £ d=4d y=d
xTr—roo
- - lim ae?@=9) £ d=4d y=d
€T—r o0
a b Grenzwert — —oo Asymptote
+ + lim ae?@= 9 £ d=4d y=d
T — — o0
+ lim ae?@= 9 L d=4d y=d
x— —oo
+ - lim aeb®@—©) +d= o0 keine
Tr—r— 00
- - lim ae’@~9) 1 d=— keine
€T —r — o0
Ableitung
fl@)=e [flz)=e" ['(z)=¢"
Ableitung mit der Kettenregel
f (x) = b f/ (x) — peb® f// (x) = p2ebm

f(x)=ae?®=9 +d [ (x) =a- b0

f// (x) —q- b26b(mfc)

Monotonieverhalten

f@ = fla)=e

e” > 0 = streng monoton steigend

f(x) = ae’@=9) 44

I (z) = a-bebl@=2)

eb(wfc) >0

a-b> 0= streng monoton steigend (sms)

a-b < 0= streng monoton fallend (smf)

a b Monotonieverhalten
+ + sms
- + smf
+ - smf
Ableitung
fl@)=e" [fl(z)=¢"
Ableitung mit Kettenregel
flay=c  f(x)=ac
flz)=ae@ ) +d  f(z)=a- b9

fo(z) =21 —2

lim 2-e*t1 —2
xr—r o0

Iim co+1=o00 lim e* =
xr—r o0 &Tr—r0o0

lim 2"t —2 =00
T —r o0

lim 2-¢*t!'—2 lim (mo0+1) = -0
r—r—00 Tr—r—00
lim 2-0—2=-2
Tr—r0o0

lim 2-e*t' —2=-2
T——00
fa(z)=e""
lim e ®* =0
xr—r0o0

lim e *
xr—r—00
fs(x)=—2-e7"+3
lim —2-e7*4+3=3
Tr—r 00

lim —2-e%4+3=+00
T——00

Tr—r0o0

HA:y=-2

HA:y=0

= 400

HA:y=3

fa(z) fa(z) =2t
fa(x)
fs(z
fa(z

1
5 (x) = ez

2.t 2
e " fi(z)=—e"

fs(z) =2-e7"
fs(x) = ze2®

)=—-2-e"4+3
) e%'zflJrl

z—1

fo(z) =2t > 0= sms
1(r) = - < 0= smf

fo(z) =21 —2 fo(x) =2t
fa(@)=e" fi(z)=—€"
fo(z)=—2-e7"+3 filx)=2-e"

fi(z) =

lim 2-00—2=0o0

lim e =0
Tr—r—00

fi () =2t
67(2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

184

https://fersch.de



Analysis
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Kriimmungsverhalten

fla)=e" f'(z)=e"

e? > 0 = linksgekriimmt (LK)
f(z) = aeb@=<) 4+ 4

" (z) = a-b2eb@=0)

ebr=e) >

a > 0 = linksgekriimmt (LK)
a < 0 = rechtsgekriimmt (RK)

Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral

f(z)=¢" F(x)=e"+k
f (J?) — aeb(w—c) F(.’L‘) — %eb(x—c) Tk

Interaktive Inhalte:

’Funktionsgraph ‘ Wertetable

4.4.4 Logarithmusfunktion (Basis e)

. 6
r=-3

Formen der Logarithmusfunktion

Logarithmusfunktion
fl@)=Ilnz

Allgemeine Logarithmusfunktion
f(z) =aln(b(z —c)) +d

(siehe Funktionen - Logarithmusfunktion)

Y(x)=2-¢"T' > 0= LK
fi(@)=e”*>0= LK

s(z)=-2-e"<0= RK
3 (z) = %e%'zfl >0= LK

fa(z) =2 €Tt -2 F(z)=2-e"T" — 2z +¢
fa(x)=¢e" Fy(z)=—e"+c¢
=-2-¢e%+3 Fs(z)=2-e*+3x+c

fa(x) =In(—x) +2

5(z) = —2In(x —2)+ 1
=—-0,5In(z+3) — 2

fo(z) =In(z) + 1

fa(z) =In(z +3)+3
fa(z) =In(—z) +2

fs(x) = —2In(x —2)+1
fo(xz) = —0,5In(z + 3) — 2
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Analysis Kurvendiskussion
Definitions- und Wertebereich
fl@)=Ilnz fi(z)=In(z) D=RT
W =R fo(z) =In(z) + 1 D=R"*
D— R+ fcg((;i)): llr;((x ;)3—)’—; 3 D]D) E]fi 3; 00|
4 = — =
f(z)=alnb(z —c)+d fs(x) = —2In(z—-2)+1 D=]2;500]
W =R fo(z) = —0,5In(z + 3) — 2 D =] — 3; 00]
Definitionsbereich: bz — ¢ > 0
eb>0 D =]e; o0]
b <0 D =] — o0; ¢
Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
f(x) =In(z) fa(x) =In(z + 3) +3
In(z) =0 /e In(z+3)+3=0
0 In(z+3)+3=0 /-3
r=e In(x+3)=-3 /e
o= r+3=e? /—3
o . z=e -3
f(z) =aln(b(z —c¢)) +d o= 205
aln(b(z —c))+d=0 /—d fo(z) = —0,5In(z + 3) — 2
aln(b(x —c))=—-d /:a —2.In(z+3)-2=0
— —2-In(z+3)-2=0 /+2
ln(b(aj—c))zT /e 1 In@+3)=+2 /:-31
oy = (59 . In(zx+3)=-4 /e
b(x (cl e /:b /+ec r+3—ct /-3
_eve z=e¢*-3
TE gt z = —2,98
Grenzwert - Asymptoten
f(z) =1In(z) fs(x) =—2In(z —2)+1 D =]2; 00
lim In(z) = —c0 = vertikale Asymptote: z = 0 Jim —2In(r -2) +1
z—0F limco—2=0c0 limlnoo=00 lim —2-0c0+1=-c0
lim 1n(x) = 0 xl—wo | ( ) T—00 — 00
T—00 im —2In(x—2)+1=—-
= aln(b(z — d s
J(2) = aln(be —c)) + lim —2In(z —2)+1
Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0: o2+
) ; ] lim (2t —2)=0" lim In0" = -0
lim b(oo —¢) =00 lim lnoco =00 lim aco+d =0 z—2+ a2+
oo a4 T L moe lim —2-(—o00) —2 =00
lim b(ct —¢)=0 lim In0" = —c0 z—2+
z—ct z—0F lim —2In(z —2)+1 =00 VA:z=2
lim a-(—00)+d=—00 = VAiz=c c—2t B
e fa(z) =In(—z) + 2 D=R
a b . Grenzwert — oo AsynTptote IBEHOO ln(—x) +2=00
|t Jm alnb(z —c) +d=oo keine lim In(—z)+2=—-00 VA:z=0
- + 1520 alnb(z —c)+d=—o0 keine z—0—
+ - Hrzl alnb(z —c) +d= o0 keine
- - Llrzl alnb(z —c)+d= —o0 keine
a b Grenzwert — ¢ Asymptote
+ + lim alnb(z —c)+d=—oc0 T =c
- + B li;n alnb(z —c) +d =00 T =c
+ - iimLalnb(at—c)—&-d:—oo xr=c
- - LliLmialnb(at—c)—&-d:oo T =c
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Ableitung
f(x)=In(z) f'(z)= é = g1 fo(z) = In(z) + 1 1 f5(x) = % RS
fr@) = 2= { (@) =—at=—
Ketten- und Quoti%ntenregel : fa(x)=In(z+3)+3  fi(x)= %4_3 = (z+3)?
, b 1 . ~ 1
fle)=hbe  fll@)=g =3 R@=-C4 =65
fr(a)=—27=— fo@) =ln(-2)+2  fi@@)=> =27
" _ —2 -1
f(2) =aln(b(z — &) +d f/(x):b“‘b {@=-2?=— 2
0 (x—c¢) fs(x) = —2In(z —2) + 1 fi(z) = ﬁ =—2(z —2)!
fl/ (:I;) — 2
(b(z — ) @) =227 = =5
Monotonieverhalten
f(z) =In(z) f’(x):%:x*1 fé(x):;1>0:> sms
% = streng monoton steigend D=R* 5(x) = f+§ > 0= sms
. g N £
f(x) :aln(b(z—c))—i—d f/ (x) _ b(z _bc) fs () @—2) < 0= sm
b(x —¢) >0
a b Monotonieverhalten
+ | + sms
- + smf
+ - smf
Kriimmungsverhalten
J@ =) @)= = A== 5 <0 R
;—21 < 0 = rechtsgekriimmt (RK) 3 (@) =—(z+3)7" = @132 © 0= RK
a2 0N ol =2 _ 2
f@) =al(bz—c)+d ' (z)= (b(x“_l;))Q @) =207 = =55 >0 LK
(b(z—¢))?>0
a > 0 = rechtsgekriimmt (RK)
a < 0 = linkssgekriimmt (LK)

Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral

| f (@) =In(2)

F(z)=xln(z)—x+c¢

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph ‘ Wertetable
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Analysis

Aufstellen von Funktionsgleichungen

4.5 Aufstellen von Funktionsgleichungen

4.5.1 Ganzrationale Funktion
f(x) =0,2523 4, 7522 — 2,252 + 2,75

6
(=1/4)

WP(1/0)

ist durch
fl@) =

Anx”™ + ap 12"+ ap_oz™ 2.+ asx® + a1zt + ag

Eine ganzrationale Funktion vom Grad n

n+1 Bedingungen eindeutig festgelegt.
Um die n+1 Koeffizienten (an,an—1..,a9) berechnen zu
konnen, sind n+1 Gleichungen (n+1 Bedingungen) notig.
Funktion vom Grad 2

Um die 3 Koeffizienten (a,b,c) berechnen zu kénnen, sind 3
Gleichungen (3 Bedingungen) notig.

f(x) =az? +bx+c

f(x) =2ax+b

Funktion vom Grad 3

Um die 4 Koeffizienten (a,b,c,d) berechnen zu kénnen, sind 4
Gleichungen (4 Bedingungen) nétig. f(r) = az®+bx?+cx+d
f(z) = 3ax® + 2bz + ¢

f"(z) = 6ax + 2b

Funktion vom Grad 4

f(x) = az* +bxd + cx® + dv + e

f(x) = dax® + 3bx? + 2cx + d

" (x) = 12ax? + 6bz + 2¢

Gesucht ist ein Polynom 3. Grades, das bei x = 1 ei-
nen Wendepunkt hat, im Punkt P(-1/4) ein Extre-
mum besitzt und bei x = 1 die x-Achse schneidet.

Polynom 3. Grades

f@)=a-2+b-2>4+c z+d
f'(x)=3a-2>+2b-2+c

f’(x)=6a-z+2b

Um die 4 Koeffizienten (a,b,c,d) berechnen zu kénnen,
sind 4 Gleichungen nétig.

1. Bedingung: Wendepunkt bei z = 1

ff(1)y=o0 6a-14+2b=0

2. Bedingung: Punkt P(—1/4)

f(-1)=4 a (-1+b-(-1)’+c-(-1)+d=4
3. Bedingung: Extremwert an der Stelle g =1
ff(-1)=0 3a-(-1)>+2b-(-1)+c=0
4.Bedingung: Nullstelle an der Stelle g =1
f()y=0 a 1P+b-1°+c-1+d=0

Lineares Gleichungssystem losen:

6a+2b=0

—a+b—c+d=4

3a—2b+c=0

a+b+c+d=0

2,
=71
c= —2%
d==23
Funktionsgleichung:

fz) =12 — 322 210423
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Bedingungen fiir die Funktion Gleichung
Punkt P(zo/y0) f(zo) = yo
Nullstelle an der Stelle z flxzo) =0
Punkt auf der y-Achse yq £(0) = yo
Extremwert an der Stelle xg f'(zo) =0
Horizontale Tangente an der Stelle | f'(zg) =
zo
Beriihrpunkt der x-Achse an der f,(xo) :_
Stelle x¢ F'(wo) =0
Yo =mzo +1
Tangente: y = max + 1 in xg f(zo) = wo
f'(zo) =m
Yo =mxo +1¢
Normale: y = mx + t in xg f(zo) = yo
f'(xo) = —5
Wendepunkt an der Stelle xg () =0
Terrassenpunkt an der Stelle xg f(wo) =0
f"(z0) =0
Steigung m an der Stelle xq f'(xo) =m
. f(zo) = yo
Hoch-/Tiefpunkt(zq/yo) (o) = 0
f(xo) = wo
Terrassenpunkt(zo /yo) f(xo) =0
f"(z0) =0
Wendepunkt(zo/yo) ;/(/f;)o) :y(())
Yo = mzo +1
Wendetangente: y = ma + ¢ in xg /(o) =0
f'(wo) =m
f"(z0) =0
Steigung m im Punkt P(zq/yo) f(@0) =0
f'(xo) =m
Achsensymmetrie f(z) = f(—x) Glieder mit
ungeraden
Exponenten
entfallen
Punktsymmetrie f(z) = —f(—xz) Glieder mit
geraden
Exponenten
entfallen

Interaktive Inhalte:

’ Funktionsgraph H Wertetable H Terme aufstellen
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Stochastik

5 Stochastik

5.1 Statistik

5.1.1 Mittelwert - Median - Modalwert
Noten in Mathematik: 4,3,5,3,3,5,2,4

Arithmetisches Mittel

Durchschnittswert  der Datenreihe x1, z2, T3....2, Mittelwert:
n - Anzahl der Elemente T = %(4+3+5+3+3+5+2+4) = 3,625

T = %(:rl + a9 + x3....2p)
n

Median
Zentralwert der geordneten Datenreihe geordnete Datenreihe
n - Anzahl der Elemente z1 | 2
3
Tomed = W wenn n gerade fcz 3
Tmed = T(n+1)/2 Wenn n ungerade R
X5 4
Te 4
X7 5
xrs 5
Median:
344
Tmed = T = 3a 5
Spannweite
Differenz zwischen dem grofiten und kleinsten Wert der ge- Spannweite:
ordneten Datenreihe d=5-2=3
d= Tmaz — Tmin
Haufigkeitstabelle - Modalwert
Wert aus der Datenreihe, der am haufigsten vorkommt Héiufigkeit
Anzahl | Noten
1 2
3 3
2 4
2 5
TMod = 3

Interaktive Inhalte:
Statistik
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Kombinatorik

5.2 Kombinatorik
5.2.1 Grundlagen

Ohne Wiederholung | Mit Wiederholung
|
Permutation | n! m
Variation (nT—Lk?' =kl (Z) nk
Kombination ﬁ = (Z) ("ﬂj_l)
Fakultat
nl=1-2-...-(n—1)-n ‘
Binomialkoeffizient
n n! .
(k) = 7]{!(71 — ) n iber k

n

(0)=()=r ()=(.")

Interaktive Inhalte:
n!

5.2.2 Anzahl der Anordungen - Permutation

0l=1

11=1
31=3-2-1=6
41=4.3-2-1=24
5/l=5-4.3-2-1=120

_ (T _ 7! _ 765 _

= (3) = (7=3)l31 — 123 35
40 40! 40-39

2 _2 (40—38)1-38! T

B2 @) =1

=780

Anzahl der Anordungen ohne Wiederholung - alle Elemente verschieden

nl=1-2-...-(n—=1)-n

Wieviele Worter lassen sich aus den Buchstaben a,b,c bilden?
abc acb bac bca cab cba
31=3-2-1=6

Anzahl der Anordungen ohne Wiederholung - nicht alle Elemente verschieden

n!

kilka!- - k!

Interaktive Inhalte:
n!

5.2.3 Auswahl mit Beachtung der Reihenfolge

Ziehen von 2 Kugeln aus 5 verschiedenen Kugeln

Wieviele Worter lassen sich aus den Buchstaben a,b,b,b,b bilden?

a,b,b,b,b b,a,b,b,b b,b,a,b,b b,b,b,a,b b,b,b,b,a
5!

Tl

- Variation
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Stochastik Kombinatorik

Auswahl von k Elementen aus n unterschiedlichen Objekten mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Auswahl ohne Wiederholung der Elemente

n! gl n ab ac ad ae
m—k) 7 \k ba bc bd be
ca c¢cb cd ce

da db dc de

ea eb ec ed
1. Zug: 5 Moglichkeiten
2. Zug: 4 Moglichkeiten

5-4=20= : ; Moglichkeiten

(6-2)

Auswahl mit Wiederholung der Elemente

nk aa ab ac ad ae

ba bb bc bd be
ca ¢cb cc cd ce
da db dc dd de
ea eb e ed ee
1. Zug: 5 Moglichkeiten
2. Zug: 5 Moglichkeiten
5.5 =25 = 5% Moglichkeiten

Interaktive Inhalte:

(n:l!k)! n*

5.2.4 Auswahl ohne Beachtung der Reihenfolge - Kombination

Ziehen von 2 Kugeln aus 5 verschiedenen Kugeln

Auswahl von k Elementen aus n unterschiedlichen Objekten ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Auswahl ohne Wiederholung der Elemente

n! _(n iher k ab ac ad ae
m =\ n uber bc bd Dbe
cd ce
de
5-4 5! . .
= 10 = m Moglichkeiten
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Stochastik

Kombinatorik

Auswahl mit Wiederholung der Elemente

n+k—1
k

)

Interaktive Inhalte:

(+)

(

n+k—1
k

)

ad
bd
cd
dd

= 15 Moglichkeiten
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‘Wahrscheinlichkeit

5.3 Wahrscheinlichkeit

5.3.1 Zufallsexperiment

Ergebnis - Ereignis

e Ein Zufallsexperiment ist beliebig oft wiederholbar
e Die (Stichproben,

w1, wa,ws, ... des Zufallsexperiment sind nicht vorhersagbar

Elementarergebnisse Ausgénge)
e Die Menge aller Ergebnisse heifit Ergebnisraum 2

o |Q] ist die Anzahl der Ergebnisse von {2

e Ein Ergeignis A ist eine Teilmenge von )

e |A] ist die Anzahl der Elemente von A

e Die Menge aller Ergeinisse heifit Ereignisraum P

Schnittmenge N von Ereignissen

A ={cd;e}
B = {a;b;¢;d}
ANB = {¢d}

Alle Ergebnisse die in A und zugleich in B enthalten sind.

Vereinigungsmenge U von Ereignissen

A ={cd;e}

B = {a;b;¢;d}

AUB = {a;b;¢;d; e}

Alle Ergebnisse die in A oder B enthalten sind.

Differenz . von Ereignissen

A ={cd;e}
B = {a;b;¢;d}
ANB={e}

Alle Ergebnisse die in A, aber nicht in B enthalten sind.

Gegenereignis A

A=\ A
Alle Ergebnisse die in €2, aber nicht in A enthalten sind.

Werfen einer Miinze
Ergebnis: w1 = Wappen(W)
Ergebnismenge: Q = {W, Z}
Anzahl der Ergebnisse: || = 2
Ereignis: A = {W}
Ereignis: B = {Z}

Werfen eines Wiirfels
Ergebnis: w; =1 wa =2
Wyq = 4 Wy = 5 we = 6
Ergebnismenge: Q = {1,2,3,4,5,6}
Anzahl der Ergebnisse: || = 6
Ereignis: A = {1,3,5,6}
Anzahl der Elemente von |A| =4
Gegenereignis: B = {2,4}
Anzahl der Elemente von|B| = 2

wa = Zahl(Z)

UJ3:3

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1, 2, 3,4, 5,6}
Ereignis: A = {1,3,5,6}

Ereignis: B = {2,3,4,5}
ANB = {3;5}

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1, 2, 3,4, 5,6}
Ereignis: A = {1, 3,5}

Ereignis: B = {2,3,4,5}
AUB = {1,2,3,4,5}

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1,2,3,4,5,6}
Ereignis: A ={1,3,5}

Ereignis: B = {2,3,4,5}
ANB=={1}

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1, 2, 3,4, 5,6}
Ereignis: A = {1,3,5,6}
Gegenerreignis: A = {2,4}
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Vereinbare - unvereinbare Ereignisse

ANB = {} < unvereinbare Ereignisse

ANB = {a,b...} & vereinbare Ereignisse

Rechengesetze

o Kommutativgesetz
AUB=BUA

ANB=BnNA

e Assoziativgesetz
AUu(BUC)=(AUuB)UC
ANn(BNC)=(AnB)NnC

e Distributivgesetz
AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

e De Morgan
ANB=AUB
AUB=ANB
A=A

e Neutrales Element
AU =A

ANP =0
elnverses Element
ANA=0

AU A =Grundmenge

5.3.2 Relative Haufigkeit

Definition

n
n - Anzahl der Wiederholungen eines Versuchs

A - Ereignis
k - Absolute Haufigkeit von A
h(A) - Relative Haufigkeit von A

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1, 2, 3,4,5,6}
Ereignis: A = {3,5,6}

Ereignis: B = {3,4,5}

Ereignis: C = {1, 2}

ANB = {3;5} vereinbare Ereignisse
A NC = {} unvereinbare Ereignisse
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Eigenschaften
e 0<h(A)<1
e h(0)=0
° h(Q) =1
e h(AUB) =h(A)+ h(B)—h(ANB)
e h(AUB) =h(A)+ h(B), wenn ANB =10
o h(A)=1— h(A)
Interaktive Inhalte:
k
n(A) = —
ha(4) = =

5.3.3 Wahrscheinlichkeit
Laplace-Wahrscheinlichkeit

lich

n - Anzahl der Wiederholungen eines Versuchs

A - Ereignis

k - Anzahl der giinstigen Versuchsergebnisse fiir A
P(A)- Wahrscheinlichkeit von A

Voraussetzung: Elementarergebnisse sind gleichwahrschein-

Werfen eines Wiirfels
Ergebnismenge: Q = {1,2,3,4,5,6}
Elementarergebnisse sind gleichwahrscheinlich:
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = %
Anzahl aller moglichen Versuchsergebnisse: n = Q] = 6
Ereignis: A = {1,3,5,6}
Anzahl der glinstigen Versuchsergebnisse: k = |[A| = 4
Wahrscheinlichkeit von A

P(A) =3

Eigenschaften
e 0<P(A)L1 Werfen eines Wiirfels
. Ergebnismenge: Q = {1, 2, 3,4, 5,6}

« P(0)=0 Ereignis: A = {1,3,5}

e P(Q) = Ereignis: B = {2,3,4,5}

e P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) AHB:§3,5}

e P(AUB) = P(A) + P(B), wenn ANB =) P(A)zﬁ

e P(A) =1~ P(4) P(B) = ¢

o P(A) =1~ P(A) P(AﬂB):%
P(AuUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
Flaom)-24d 1.8

Interaktive Inhalte:
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5.3.4 Mehrstufige Zufallsexperimente

In einer Urne befinden sich drei rote und vier blaue Kugeln. Es
werden nacheinander zwei Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.
r rr

b rb
r br

b bb

Baumdiagramm P(D)
D AD

A
PUA) /T~ g

P(E)

P(D)
P(B) B/D BD

o \
P(E)E BE
P(D)D CD

P(C) C/
\E CD

Es werden mehrere %Zlfallsexperlmente nacheinander ausge-
fihrt. Jedes mogliche Elementarereignis wird zu einem Kno-
ten (A,B,C..) im Baumdiagramm.

Zufallsexperiment 1: Q = {A, B,C}

Zufallsexperiment 2: Q = {D, E'}

Die Knoten werden durch Pfade verbunden und die Wahr-
scheinlichkeiten angetragen. (P(A),P(B)...)

Die Wahrscheinlichkeiten an einem Knoten miissen sich zu
1 addieren.

1. Pfadregel (Produktregel)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses (AD,AE..)ist gleich
dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang dieses Pfa-
des.

P(AD) = P(A)-P(D)  P(AE) = P(A) - P(E)
P(BD) = P(B)-P(D)  P(BE)= P(B)-P(E)
P(CD)=P(C)-P(D) P(CE)=P(C)-P(E

2. Pfadregel (Summenregel)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Sum-
me der Wahrscheinlichkeiten ihrer Ergebnisse .

P(AD,CD) = P(AD) + P(CD)

In einer Urne befinden sich drei rote und vier blaue Kugeln. Es
werden nacheinander zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

6 r rr
s ==
7 T
/ i b b
6
d 3
\ 3 r br
) —
7 b\
3 b bb
6

Ziehen mit Zuricklegen
Q = {rr;rb; br; bb}
1. Pfadregel:

3 3 9
MO
Pio) =2 - =2
18
N
PO =775
Wahrscheinlichkeit fiir nur gleichfarbige Kugeln
E = {rr;bb}
2. Pfadregel:
9 16 25
P(E) = P(rr) + P(bb) = 19 + - 19
Ziehen ohne Zuriicklegen
Q = {rr;rb; br; bb}
1. Pfadregel:
3 2 6
TR
P(rb) = T i 1.
1§ 1
T B
PE =7 5=5
Wahrscheinlichkeit fiir genau 1 rote Kugel
E = {rb;br}
2. Pfadregel'
12 24
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5.3.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit
PalB) B ANB 0,35 Raucher
P(A) A \ 0.42 Maéanner
JR— JR— ’ \
/ p (E) B ANB nicht Raucher
A
\ PZ(B) B ANB 0,2 Raucher
~ I /
P(A) A —_— Frauen
JR— — — \
B ANB nicht Raucher

P4 (B) oder auch P(B|A§Z(B)
Die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A. Die
Wabhrscheinlichkeit von B, wenn A schon eingetreten ist.

1. Pfadregel

42 Prozent der Deutschen sind Ménner.

35 Prozent der Manner und 20 Prozent der Frauen rauchen.
Ménner (A) P(A) =0,42 - Frauen(A) P(A) =0,58
Raucher(B) - nicht Raucher (B)

Raucher unter den (Bedingung) Ménnern: P4(B) = 0,35

P(ANB) nicht Raucher unter den Ménnern: P4 (B) = 0, 65
P(ANB) = P(A) - Pa(B) | Pa(B) = W Raucher unter den Frauen: Px(B) = 0,2
o) nicht Raucher unter den Frauen: P;(B) = 0,8
P(ANB) = P(A)-Ps(B) | Pa(B) = P(AigB) P(ANB) = P(A)- Pa(B) =0,42-0,35= 0,15
P(%(m)B P(ANB) = P(A) - Pa(B) = 0,42 0,65 = 0,27
P(ANB) = P(A) - Py(B) | Py(B) = TA0B) P(ANB) = P(4) - Pg(B) =0,58.0,2 =0,12
P(A) P(ANB)=P(A) - Py(B) =0,58-0,8 = 0,46
S — — —. PANB 0,35
P(ANB)=P(A)-P;(B) | P;x(B) = % /Raucher 0,15
Pp(A) 4 A ﬁ(B ) 0,42 Ménner\
/ 0. 65 nicht Raucher 0,27
/ Pp (Z) A ANE 0,2 Raucher 0,12
o /
P5(A) A ANE 0,58 TFrauen —_—
- o / 0,8 nicht Raucher 0,46
P(B) B\ P(B) = P(ANB) + P(AN B) = 0,15 +0,12 = 0,27
4 4nB P(B)=P(ANB)+ P(ANB) =0,27+0,46 = 0,73
Pp(A) oder auch P(A\Bg)g(A) Pp(A) = P(ANB) _ 015 _ 0,56
Die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B. Die . &(ﬁ%) 8’ %;
Wahrscheinlichkeit von A, wenn B schon eingetreten ist. Pp(4) = P(B) T 0,27 0,44
1. Pfadregel P(A) = LAQB) _ O 0,37
P(ANB) o P(B) 0,23
P(ANB)=P(B) - Pg(A) | Ps(A) = “PB — P(BNnB) 0,46
» Z<m>B Ps(®) = =L = o7 = 003
P(ANB)=P(B)-Pg(A) | Pg(A) = % Manner unter den (Bedingung) Rauchern: Pg(A) = 0, 56
A( L Frauen unter den Rauchern: Pg(A) = 0,44
P(ANB) = P(B) P5(A) | P5(A) = P( DB) Miénner unter den nicht Rauchern: Pg(A) = 0,37
P(B) Frauen unter den nicht Rauchern: P%(Z) =0,63
_ _ _ — P(ANDB) ) Ménner 0,15
P(ANB) = P(B) - Pg(4) | P5(A4) = “P@B) Raucher/
_ 0,27
P(B)=P(ANnB)+ P(ANB) hFrauen 0,12
P(B)=P(ANB) + P(ANB) ) ’
P(A)=P(ANB)+P(ANB
(7) (f ) (f f) 0,37 Minner 0,27
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) 0.73
’ nicht Raucher
0,63 Frauen 0,46
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5.3.6 Vierfeldertafel
Relativer Hiufigkeiten

Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen.
1. Merkmal hat die Ausprigung A und A
2. Merkmal hat die Auspriagung B und B

A A >
B | h(ANB) | h(ANB) h(B)
a b a+b
B | (AN B) | h(ANB) h(B)
d c+d
> h(A) h(A) 1
a—+c b+d a+b+c+d

Relative Héufigkeit der Auspragung

h(A), h(B), h(A), h(B)

h(B)+ h(B) =1 h(A)+ h(A) =1
Relative Héufigkeit von der Schnittmenge
h(AN B),h(AN B),h(ANB,h(AN B)
h(B) = h(AN B) +h(AN B)
h(B) = h(AN B) + h(AN B)
h(A) = h(AN B) + h(AN B)
h(A) = h(AN B) + h(AN B)
Relative Haufigkeiten von der Vereinigungsmenge
h(AU B),h(AU B),h(AU Bh(AU B)

h(AUB) =h(ANB)+h(ANB) + h(AN B)
h(AUB) = h(ANB)+h(ANB)+ h(AN B)
h(AUB)=h(ANB)+h(ANB) + h(ANB)
h(ANB)=h(ANB+h(ANB) +h(ANB)
h(AUB)=1-h(ANB)
h(AUB)=1-h(ANB)
h(AUB)=1-h(ANB)
h(ANB)=1-h(ANB)
Relative Héufigkeit unter einer Bedingung
_ h(ANB)
— N
ha(B) = h&/A)B)
N
hz(B) = h(%(A)B)
— N
hz(B) = W

In einer Schulklasse sind 32 Schiiler, darunter 18 Méadchen.
6 Méadchen und 8 Jungen sind krank.

1. Merkmal: Médchen (A) - Jungen(A)
2.Merkmal: Krank(B) - Gesund (B)

Madchen: A = 18

Jungen: A =32 — 18 = 14

kranke Madchen: AN B =6

kranke Jungen: AN B =8

Kranke: B=6+8 =14

gesunde Médchen: ANB =18 — 6 = 12

gesunde Jungen: ANB=14—-8=6
Vierfeldertafel mit absoluten Haufigkeiten

A i >
Maédchen | Jungen

B ANB | AnB B

Krank 6 8 14

B ANB | AnB B

Gesund 12 6 18
> A A Insgesamt

18 14 32

Vierfeldertafel mit relativen Haufigkeiten

A 1 >

Maédchen | Jungen

B h(ANB) | h(ANB) || h(

[ 8
Krank 33 32 35

B MANB) | (AN B) || h(B)

Gesund é—j % é—g
> h(A) h(A) 1
18 14 32

32 32 32

Relative Haufigkeit von

Médchen h(A) = 2 Jungen h(A) = 14

Krank h(B) = 33 Gesund h(B) = 33

Anzahl der gesunden Médchen: 12
h(ANB) = ;—g = 37,5%
37,5% der gesamten Schiiler sind gesunde Méadchen.
Wieviel Prozent der Médchen sind gesund?
— _ h(AnB) 1z

_ 12
— 18

w‘u‘w‘
lod
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Wahrscheinlichkeiten
Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen. 42 Prozent der Deutschen sind Ménner. 35 Prozent der Méanner
. . - und 20 Prozent der Frauen rauchen.
1. Merkmal hat d?e Auspr?gung A und é 1 Merkmal: Minner (A) Frauen(7)
2. Merkmal hat die Ausprigung B und B. 2.Merkmal: Raucher(B) - nicht Raucher (B)
P(A)=0,42 P(A)=1-0,42=0,58
A A > Raucher unter den (Bedingung) Ménnern: P4(B) = 0,35
P(ANB) = Pa(B) - P(A) =0,35-0,42 = 0, 15
Raucher unter den (Bedingung) Frauen: Pz(B) = 0,2
P(AN B) = P4(B) - P(4) = 0,2-0,58 = 0,12)
B | P(ANB) P(ZHB) P(B) P(éﬂB):O,4270,15:O,27
) ) P(B) = 0,58 — 0,12 = 0,46
a a+t P(B) = 0,15+ 0,12 = 0,27
P(B)=1-0,27=0,73
B | P(AnB) | P(ANB) P(B) _
d d 4 4 2
¢ ct+ Maénner Frauen
— B P(ANB) | PANB) || P(B)
Z P(4) P(4) 1 Raucher 0,15 0,12 0,27
a+c b+d a+b+c+d
B P(ANnB) | P(AnB) || P(B)
Wabhrscheinlichkeit der Ausprigung nicht Raucher | 0,27 0,46 0,73
P(A), P(B), P(A), P(B) > = @) :
P(B)+P(B) =1 0,42 0,58
P(A)+ P(A) =

Wahrscheinlichkeit von der Schnittmenge
P(ANB),P(ANB),P(ANB,P(ANB).

P(B) = P(ANB)+ P(ANB)
P(B) =P(ANB)+ P(ANB)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

Berechnungen mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(ANB) = Ps(B) - P(A)
P(ANB) = Pa(B) - P(A)
P(ANB) = Px(B) - P(A)
P(BNB) = Px(B)- P(4)

Wahrscheinlichkeit von der Vereinigungsmenge
P(AUB),P(AUB),P(AUBP(AUB)

P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB) = P(ANB) 4+ P(ANB) + P(ANB)
P(ANB)=P(ANnB+P(ANB)+ P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(AUB)=1-P(ANB)
P(ANB)=1-P(ANB)
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Stochastische Unabhingigkeit

P(ANB) = P(A)- P(B) & A,B unabhingig P(ANB)=0,15
P(AN B) # P(A) - P(B) < A,B abhiingig lfj Eg; = 8 g
P(AN B) # P(4) - P(B)

0,15 # 0,42 - 0,27 <> A,B abhiingig

5.3.7 Binomialverteilung

In einer Urne befinden sich vier rote und sechs blaue Kugeln. Es werden nacheinander drei Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.

Zwei Ausgénge des Zufallsexperiments: rote oder blaue Kugeln

Wahrscheinlichkeit fiir eine rote Kugel: p = % = %

0
Wahrscheinlichkeit fiir eine blaue Kugel: ¢ =1 —p = 1—60 = %
Anzahl der Versuche: n=3

Ziehen mit Zuriicklegen: Wahrscheinlickeiten d&ndern sich nicht

Definition
P(X =k)= B(n,p,k) = (Z) .p’f (11— p)n—k Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, genau 2 rote Kugeln zu ziehen?
Genau 2 rote Kugeln: k=2
Voraussetzung
e Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ausgéngen PX=k=)p-1-p"F
(Bernoulli-Experiment) IIZ(§ B 3) B Blglo’ %27 22) 1 2y10-2
e p - Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A PE X ; 2; ; (()21)2'1(3) (=%
e Stichprobe mit Zuriicklegen - Wahrscheinlichkeit p &ndert
sich nicht
e n - Anzahl der Wiederholungen des Versuchs (Bernoulli-
kette der Lénge n)
e Das Ereignis A tritt genau k-mal ein.
Verteilungsfunktion
k Binomialverteilung n = 10 p = %
F(k)=PO0<X <k)=>_ B(np;i) k | B10,2,k) | F(k)
i=0 0 | 0,006047 0,006047
1 |0,040311 | 0,046357
2 | 0,120932 0,167290
3 | 0,214991 0, 382281
4 0, 250823 0,633103
5 | 0,200658 0,833761
6 | 0,111477 0,945238
7 | 0,042467 | 0,987705
8 | 0,010617 0, 998322
9 |0,001573 0, 999895
10 | 0,000105 1, 000000
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Bereiche der Binomialverteilung

héchstens k—mal Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden ..
genau 2 rote Kugeln
Pz <k) Z B(n;p;i) = F(k) P(z = 2) = 0, 120932
weniger als k mal hochstens 2 rote Kugeln
8 P(z < 2) = F(2) = zl , B(10; géz)
_ B(10,2,0) + B(10, 2,1) + B(10, 2,2) = 0, 167290
Pz <k) Z B(n; p; F(k—1) weniger als 2 rote Kugeln
mindestens k-mal Ple<2)=F()= Zz 0 B(10; 251) =
B(10, 2,0) + B(10, 2,1) = 0,046357
Pz > k) ZB nyp;i) =1—F(k—1) mehr als 2 rote Kugeln
P(x >2)==1- F(2) =0,832710
mehr als k—mal mindestens 2 rote Kugeln
Pz > k) Z Bn;pii) = 1 — F(k) P(x>2)=1-F(1) = 0,953643
gezogen
i=k-+1
mindestens 1—mal
P(x>1) ZBnp, =1-F(0)=
n n n
1= Blp0) =1 (p) (=" =1 (1)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 202 https://fersch.de



Stochastik

‘Wahrscheinlichkeit

3-mindestens-Aufgabe

P,in ist die Mindestwahrscheinlichkeit fiir mindesten einen
Treffer (x > 1) und der Trefferwahrscheinlichkeit p bei
mindestens n Versuchen.

Pr(z >1) = Puin

Gesucht: n - Mindestanzahl der Versuche
1-— P;’(O) > Poin
1

In(1 = Prpin) > In((1—p)")
In(1 = Prjn) 2 nn((1 =p)  /:in(1-p)
hl(l - Pmin) <n
In(l—p) ~
11’1(1 szn)
— In(l-p)

Gesucht: p - Wahrscheinlichkeit eines Treffers

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn beim Losen betragt
20%. Wieviele Lose muss man mindestens kaufen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% mindestens einmal zu

gewinnen?

£>1 p=0,2  Pnin>0,5
Pya(r >1) > 0,5

1— P5»(0) > 0,5

1— g 0,2°-(1-0,2)" >0,5
1-0,8">0,5 /—0,5/+0,8"

1-0,5>08" /In
1n(0,5) > In(0, 8™)
In(0,5) > nln(0, 8)

/ :1n(0,8)

Beim zehnmaligen Losen ist die Wahrscheinlichkeit minde-
stens einmal zu gewinnen mindestens 40%. Wie groff muss die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn beim Losen sein 7

z>1 n =10 Ppin > 0,4

P’z >1)>0,4

1-P°(0)>0,4

o (100) 2’ (1-p)"° > 0,4

1-1-p°>04 /-04/+1-p"°

1
1-0,4>(1-p)* /1
(0,6)ﬁ2171p /+p/—(0,6)T0
p>1—1(0,6)1

(1= Puin)” 21=p [ +p/ = (1= Prin)? P> 0,05
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Wartezeitaufgaben

Erster Treffer im n-ten Versuch
PE)=Q1-p)""'-p

Erster Treffer frithestens im n-ten Versuch

Zufallsexperiment Wiirfeln.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die 6

- beim 9. Wurf zum ersten Mal auftritt?

— 9—-1
P(E)=(1-p)»! P(E)—(lfg) "5
- frithestens b%im 9. Wurf zum ersten Mal auftritt?
Erster Treffer spétestens im n-ten Versuch P(E)=(1— 6)9—1
P(E)=1-(1-p)"

- spatestens beim 9. Wurf zum ersten Mal auftritt?
PE)=1-(1— 1)9

k-ter Treffer im n-ten Versuch 6
P(E) = <Z N 1 .pk_l . (1 — p)"‘k P - beim 9. Wurf zum dritten Mal auftritt?
- 9—-1 13-t _3 1
P(E)_<3_1 "% ’(1*17)93'6
k-ter Treffer frithestens im n-ten Versuch

- frihestens beim 9. Wurf zum dritten Mal auftritt?

k—1
P(E)=P(x<k-1)=)Y B(n—1;p;i) n
0 P(E) =Y BO -1 5ii)

k-ter Treffer spitestens im n-ten Versuch

k-1 - spétestens beim 9. Wurf zum dritten Mal auftritt?
P(E):1—P(m§k—1):1—ZB(n;p;i) 3-1 1
i=0 P(E):lsz(E);g;i)
i=0

Interaktive Inhalte:
| P(X=k) || F(z) || PR1<X <k2) || P(X >,>,<..k) |

5.3.8 Hypergeometrische Verteilung

In einer Urne befinden sich vier rote und sechs blaue Kugeln. Es werden nacheinander drei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.
Anzahl der Elemente: N=10

Anzahl der Ziige: n=3

Anzahl der roten Kugeln: K=4

Ziehen ohne Zuriicklegen

Definition
(K ) . (N -K ) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, genau 2 rote Kugeln zu ziehen?
P(X=k)= k(# Anzahl der gezogenen roten Kugeln: k=2
Voraussetzung " (K) . (N —K)
. . C . P(X =k)=-% n=i
e Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Ausgéngen (Ng
e Stichprobe ohne Zuriicklegen - Wahrscheinlichkeit p &ndert P(X =2) = (3) : (13:24)

sich (5)
e N - Anzahl aller Elemente
e n - Anzahl der Wiederholungen des Versuchs

e K - Anzahl von A unter den N - Elementen

e Das Ereignis A tritt genau k-mal ein

Interaktive Inhalte:
P(X =k)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 204 https://fersch.de


https://fersch.de/vorlage?nr=Binomialver&nrform=AlgbinomialWahr&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=Binomialver&nrform=Algbintabelle&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=Binomialver&nrform=Algbinverfkt&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=Binomialver&nrform=Algbinbereich&ver=M01072020
https://fersch.de/vorlage?nr=Hypergeo&nrform=Alghypergeo&ver=M01072020

Stochastik

Wahrscheinlichkeit
5.3.9 Erwartungswert - Varianz - Standardabweichung
Wahrscheinlichkeitsverteilung
Zufallsgrofie X mit den Werten x1, z2, 23... z |-1]0 |1 |2 |3 |4
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X =) ‘ 25 ‘ 3 ‘ % ‘ 35 ‘ % ‘ 3
Erwartungswert:
X ‘1:1‘:@‘1:3‘504‘.. E(z)=-1 34_0 i+1 l_|_2 £+3 E+41
P(X) [ p1 | p2 s | pa] - B(a) = _ 2 25 50 25 50 5
Erwartungswert: )=
Varianz:
E(.’L‘) :H:x%-p1+l‘2-p2+$3~p3.... VCLT(:IJ):(7172)2-%+(072)2-%+(172)2- 570
Ble)=p=) i Plx) H2-2? f4G-3 Gaa-2) g o2
i=1

Varianz:

Var(z) = (z; — p)® - P(a;)
i=1
Standardaf)weichung:

o=+/Var(x)

Var(z) = (z1 — p)? - p1 + (22 — 1)? - po + (23 — p)* - ps+....

Binomialverteilung

Binomialverteilung B(n;p)

X \0 \ \2 \3 \

1
P(X) | B(n;p;0) | B(n;p:1)

Erwartungswert:
E(x)=p=n-p
Varianz:

Var(z) =n-p-(1-p)
Standardabweichung:

o = \/Var(z)

| B(nip2) | Buips3) |

Interaktive Inhalte:
’ Statistik H Binomial

Standardabweichung:
o=4/25 =1,54

Binomialverteilung

n =50 p=20,25
Erwartungswert:
E(@)=p=n-p
E(z)=p=>50-1
E(z) =121

Varianz:

Var(z) =n-p-(1-p)
Var(z) =50-%-(1-1)
Var(z) =93
Standardabweichung:
o=4/92 =3,06
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5.4 Testen von Hypothesen

5.4.1 Einseitiger Signifikanztest
Ist ein Wiirfel gezinkt?

Die Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu wiirfeln ist bei einem nicht gezinkten Wiirfel: p = % (Nullhypothese). Bei einem gezinkten
Wiirfel ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs: p > é (Gegenhypothese und Rechtsseitiger Signifikanztest). Der zu testende
Wiirfel wird 100 mal geworfen (Stichprobenlinge). Man hélt den Wiirfel fiir nicht gezinkt, wenn die Anzahl der gewiirfelten
Sechser hochstens 20 ist (Annahmebereich der Nullhypothese). Man hélt den Wiirfel fiir gezinkt, wenn die Anzahl der
gewiirfelten Sechser mindestens 21 ist (Ablehungsbereich der Nullhypothese).

Zwei Fehler sind bei der Entscheidung moglich:

1. Der Wiirfel ist nicht gezinkt. Mit viel Gliick kann man auch mit einem nicht gezinkten Wiirfel mehr als 20 mal die
Sechs wiirfeln. Man hélt den Wiirfel fiir gezinkt, obwohl er es nicht ist.( Fehler 1. Art )

2. Der Wiirfel ist gezinkt. Mit viel Pech kann man auch mit einem gezinkten Wiirfel weniger als 21 mal die Sechs wiirfeln.
Man hélt den Wiirfel fiir nicht gezinkt, obwohl er es ist. (Fehler 2. Art).

Ziel ist es die Wahrscheinlichkeit fiir die Fehler zu berechnen (Irrtumswahrscheinlichkeit).

Definitionen

e Testgrofe: Binomial verteilte Zufallsgrofie X

e Nullhypothese Hp: Vermutete Wahrscheinlichkeit fiir die
Zufallsgrofle X

o Gegenhypothese Hi: Alternative Wahrscheinlichkeit

e Stichprobenlidnge n : Anzahl der durchgefithrten Versuche
e Entscheidungsregel: Annahme- und Ablehnungsbereich fir
die Nullhypothese

e Fehler 1. Art ( a-Fehler): Hy wird irrtiimlich abgelehnt.
Entscheidung gegen Hy, aber Hy ist richtig.

e Fehler 2. Art (S-Fehler): Hy wird irrtiimlich angenommen.
Entscheidung fiir Hy, aber Hy ist nicht richtig.

o Irrtumswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1
Art. Berechnung durch: a = P ( Ablehnungsbereich von
Ho)

e Signifikanzniveau: maximale Irrtumswahrscheinlichkeit

Testgrofle: Anzahl der Sechsen beim Wiirfeln
Stichprobenlédnge n = 100

Nullhypothese Hp : p < %

Gegenhypothese H; : p > %
Annahmebereich: A = {0..20}
Annahmebereich: A = {21..100}
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Rechtsseitiger Signifikanztest
Annahmebereich | Ablehnungsbereich *(A}Ufg?)bentyp 1
— egeben:
A_{O ..... k} A:{k+1 ..... n} n=100,f‘ﬁ)p§%
Hy:p<pg richtig Fehler 1. Art A{0..20}, A = {21..100}
H, :p> po Fehler 2. Art richtig Gesucht:Irrtumswahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art

Aufgabentyp 1

Gegeben: n, Hy ,Annahme-und Ablehnungsbereich
Gesucht:Irrtumswahrscheinlichkeit (Fehler 1. Art)

a= Py (A)

a=Pr(X >k+1)=31 ., B(n;po;i)
a=1-P'(X <k)=1-30B(npo;i)=1— F(k)

Aufgabentyp 2

Gegeben: n,Hy,Signifikanzniveau

Gesucht:Annahme-und Ablehnungsbereich

Pr(A) <a

Pr(X>k+1)<a
1- P (X <k)<a
Pr(X<k)>1-a

Linksseitiger Signifikanztest

Ablehnungsbereich | Annahmebereich
A={0...k} A={k+1..n}
Hy:p>po Fehler 1. Art richtig
Hy:p<po richtig Fehler 2. Art

a =P (4)

Pl (A) <a

Aufgabentyp 1

Pr(X <k <a

Gegeben: n, Hy, Annahme-und Ablehnungsbereich
Gesucht:Irrtumswahrscheinlichkeit (Fehler 1. Art)

k ,
o= PL(X <k)=Y*, Bluipoii) = F(k)
Aufgabentyp 2
Gegeben: n, Hy,Signifikanzniveau «

Gesucht:Annahme-und Ablehnungsbereich

1=21 6’
a=1-P1%X <20)=1- 32 B(100; ;i) = 1 — F(20)
6
Aus Tafelwerk: S°7°) B(100; ;i) = F(20) = 0, 84811
1—0,84811 = 0,15189
Irrtumswahrscheinlichkeit = 15,19%

a=Pi%X >21) =312 B(100; i;4)
6

Aufgabentyp 2
Gegeben:
n = 100; Hy :p:é
Signifikanzniveau o = 5%
Gesucht:Entscheidungsregel
A{0..k}; A{k + 1..100}
Pi%(X >k+1)<0,05

6.
Zjﬁ?ﬁl B(100; £;4) < 0,05
1—- Pi%%(X < k) <0,05

6

Pi%°(X <k)>1-0,05
PI°(X < k) > 0,95

6
Aus Tafelwerk: k = 23
Entscheidgngsregel
A{0..23}; A{24..100}
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6 Analytische Geometrie
6.1 Vektorrechung in der Ebene

6.1.1 Vektor - Abstand - Steigung - Mittelpunkt

A

Vektor - Ortsvektor

e Vektor ¢/ - Menge aller parallelgleicher Pfeile

)

e Ortsvektor ¥ - Vektor zwischen einem Punkt und dem

Koordinatenursprung
A(za/Ya)
A=0A=|"

Ya

o Gegenvektor ¥ - gleiche Liange und Richtung aber entge-
gengesetzte Orientierung
—x

-y

v =

Vektor zwischen 2 Punkten

2 Punkte: A(z,/ya) B(zo/ysp)
A_,B _ Tp — Tq _ Te
Yb — Ya Ye

—

Vektoren: AB = v3 = v = U5
_ 5
B —2

Ortsvektor: A = 01 =

w

Gegenvektor zu v5 =

Ortsvektor: B = 5 = < le >

Punkte: A(—1/3) B(4/1)
Vektor zwischen zwei Punkten

(1) =(5)

Lange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten

AB| = /a2 +y?
AB| = V(@ —20)2+ (Yo — Ya)?)

AB| = ‘A_B’ = /52 + (—2)?
AB| =29
AB| = 5,39
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Vektorrechung in der Ebene

Steigung der Graden AB

AB="
)
Steigung der Graden AB
Y
m= =

T
Winkel des Vektors mit der x-Achse

tana =m

Mittelpunkt der Strecke AB

M

%([141?)

() ()

M(wa;zb/ya;yb)

=~
I

Vektorkette

Punkt: A(zq/ya)
x

Y
OB =0A+70

BEAEY

Vektor : ¥ =

Interaktive Inhalte:
hier klicken

6.1.2 Skalarprodukt - Fliche - Winkel

A
4

\]

Steigng der Geraden AB
—2

m = —

5

Mittelpunkt der Strecke AB
L (4+5)

1-3((3)+(1)
Mzgg)
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Analytische Geometrie Vektorrechung in der Ebene

Steigung der Vektoren

me = Ya My = a Steigung
T Ty e = Ya _ ;1 —_1
mg = myp = Vektoren sind parallel S 23 8
mp=2 =2 _9
Tp 1
Skalarprodukt
Y Lq Ty C_I:Og:: 3 [e] 1 :31+—12:1
dob= ° =Ta Ty + Ya Yo il 2
Ya Yv
Senkrechte Vektoren:
Gob=0=alb
Fliache aus 2 Vektoren
Fliiche des Parallelogramms aus @, b Fliche des Parallelogramms aus @, b
3 1
Ty Tp A:‘ =3-2——-1-1=7
A= ¢ =Za Yo — Ya " Tb -1 2 .
Ya Yo Flache des Dreiecks aus @, b
Fliche des Dreieck a.b 3.1
ache des Dreiecks aus d, A=1 Cls —1(3-2—(-1)-1) =31
T Ty
A=4|"" =3 (Ta Yb— Yo - 1)
Ya Yo
Winkel zwischen Vektoren
dob Schnittwinkel:
cosa = — dob
|(i| b cosa = 5
1.5
x, T + . ‘a‘ ‘ l
cosa = 2“ b2 ya2yb > 14 -1-2
\/xa_'—ya ’ \/xb+yb cosa = 2
32 4 (—1)% - V12 4 22
1
cosa = 3,16-2,24‘
cosa = |0, 141|
a=281,9

Interaktive Inhalte:
hier klicken
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Analytische Geometrie

Vektorrechung in der Ebene

6.1.3 Abbildungen

Lineare Abbildung in Matrixform - Koordinatenform

Matrixform

(5)-(
()1

¥=a-x+b-y+e

a-x+b-y
c-x+d-y

)+(7)

a-x+b-y+e
cox+d-y+f

y=caxt+d-y+f

N——
I
—

VRS
Ry e 8

W= W~

N———
Il
[—"

Verschiebung

Punkt: P(zp/yp)
Ty

Yo

Vektor :
(2 )-
Ypr a
()=
Ypr B Yp
OP' = OP + 7

o))

’l}':

xp
yp

|

1-54+2-4
3:5+4-4

|

P’(3/2)

OP'=OP +7
or=(2)+(5)
or=(1)

P'(3/2)

[
N1
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Vektorrechung in der Ebene

Spiegelung an den Koordinatenachsen

Spiegelung an der x—Achse

N
@\g\
~__—
I
N

|
O =
_= O
~_—
/N
< 8
~—
Il
VR

|
< 0y

A
3
P(3/2
P7(3/2) (3/2)
° 2 °
1
| 4
1
° ) °
P7(-3/-2) P’(3/-2)
-3

Spiegelung an der X—Achs_e4
P(3/2) — P'(3/ — 2)
Spiegelung an der y-Achse
P(3/2) — P"(-3/2)
Spiegelung am Ursprung
P(3/2) — P""(-3/ —2)
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Vektorrechung in der Ebene

Spiegelung an der Urspungsgerade

Yy=m-x tana =m
'\ [ cos2a sin 2av @ T
y' sin2a  — cos 2w Y

T - cos2a + y - sin 2«

(

¥’ = x-cos2a+ y - sin 2

)

y = x-sin2a — y - cos 2x

- sin2a — ¥y - cos 2«

y
P(2/3)
3 T °
a1 °
P’(3/2)
L+
by 5 5 T4 %1 b 5 .
-1 T
-2 T
-3 T
4
Yy=2x m=1 P(2/3)
tana =1 a = 45°
z' = x - cos2a + y - sin 2

' =2-co82-45°+ 3 -sin2 - 45°

Yy = x-sin2a — y - cos 2a
y =2-sin2-45°—3.cos2-45°

/
/
/
/
/

P(2/3) — P'(3/2)
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Vektorrechung in der Ebene

Zentrische Streckung

Streckzentrum: Z(0/0)
Streckungsfaktor :k
Urpunkt: P(xp/yp)
Bildpunkt: P'(zp//yp)

)= (o t)el( )+ ()
()= (50)

Streckzentrum: Z(x,/y.)
Streckungsfaktor:k
Urpunkt: P(xp/yp)
Bildpunkt: P'(xp:/yp:)
Vektorform

ZP' =k -ZP

rpr — Iz —k rp — Iz
Yp — Yz Yyp — Yz

OP' =k-ZP+07Z

zpr — k. Tp — Tz + Tz
Ypr Yyp — Yz Yz

Drehung um den Ursprung

! cosa —sina T
y sina  cosa y
o\ [ 2=z-cosa—y-sina
Y Yy =z -sina+y-cosa

T-cosa —y-sina T-sina+y-cosa

P(2/3) — P(-3/2)

P(-3/2)

Z(3/-1)

Streckzentrum: Z(3/ — 1)
Streckungsfaktor:2
Urpunkt: P(0/0,5)
Bildpunkt: P'(zp//yp:)

OP' =k-ZP+0%Z

(7 )0y )+ (5)
()2 G()
(E)-(00)
P’(Zf?;/Q) :

Orthogonale Affinitdt mit der x-Achse als Affinitidtsachse

(2)-Gelr)-()

/

¥ =x Yy =k-y
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Vektor

6.2 Vektor
6.2.1 Vektor - Abstand - Mittelpunkt

z3 A
B(2/-1/5) - o
03
" | A(-2/2/1)
5 01 )
- 2
T2
2
-1
T

Vektor - Ortsvektor

e Vektor ¢ - Menge aller parallelgleicher Pfeile

£
v=| mzs
Zs3
e Ortsvektor ¢ - Vektor zwischen einem Punkt und dem
Koordinatenursprung
A(za/ya)
ai
A=0A= as
as

o Gegenvektor ¥ - gleiche Liange und Richtung aber entge-
gengesetzte Orientierung

—1
U= —x2

—x3

Vektor zwischen 2 Punkten

Vektoren: AB = v} = vi

4
= -3
()
—2
Ortsvektor: A = n = ( 2 )
2

2
Ortsvektor: B = Uy = ( —1 )
5)

—4
Gegenvektor zu v5 = ( 3 )

2 Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bz/bg)
by — ay 1 Punkte: A(—2/2/1) B(2/—1/5)
- Vektor zwischen zwei Punkten
AB = bQ — az = Co 242 4
bs — as C3 AB = —-1-—-2 = -3
5—1 4
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Vektor

Liange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten

AB|= /2 +E+3

/@ =S \/(bl — 111)2 + (b2 - a2)2 + (b3 - (13)2

Mittelpunkt der Strecke AB

M:%(AHLE)

a b1
M = % as + b2
as bg

M( u1—2i-b1 /a2-2|-b2 /a3-2i-b3)

Interaktive Inhalte:

hier klicken

Mittelpunkt der Strecke AB
N =1 (4+B)

i{(£)-(3)

6.2.2 Winkel - Skalarprodukt - Vektorprodukt - Abhingigkeit

y
St

oy

ay by
5 = a9 b == b2
as b3

Lange der Vektoren

|d| = /a3 + a3 + a3
bl = /03 + 03 + b2

Lénge der Vektoren:

= 22+12+22

NCEL RS

(—2)" +12 + (-2)°

Il
w

S R N T TS

Il
w <
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Analytische Geometrie

Skalarprodukt
a1 b1
ao 6: as o b2 =

as b3
ai b1 +as-by+as-bs
Senkrechte Vektoren:
Gob=0=alb

Vektorprodukt - Fliche des Parallelogramms

claundéLlb

a2~b37a3'b2

6:d><5: asz by —bs-aq
a1~b2—a2~b1
a1

=axb=| ¢
C3

Flache des Parallelogramms:
A=laxi]

A+ci+c3
Flache des Dreiecks aus d, b

A=tlaxi]

Winkel zwischen Vektoren

ao

cosx =

I

o> | S

a1b1 + a2b2 + a3b3
Va3 +a3+ak /b3 + b3+ b3

CoOSx =

Lineare Abhingigkeit von 2 Vektoren

ay = bik /by =k
ay = bk /by = ko
a5 = bk /by =Sk
by = kg = ks =

Vekoren sind linear abhingig - parallel
nicht alle k gleich =

Vektoren sind linear unabhéngig - nicht parallel

Interaktive Inhalte:

hier klicken

Skalarprodukt:
Gob=2--241-142.-2=—-7

Vektorprodukt:
1-(-2)—2-1
ixb=| 2-(=2)—(-2)-2
2:1—1-(-2)
—4
c=axb=| 0
4

Flache des Parallelogramms:

6= /(47 +07 + £
&l = 5,657

Schnittwinkel:

aob
cosa =

Lineare Abhéangigkeit von 2 Vektoren

(1) ()

= 9%k  /:-2 =k=-1
1k /1 =k=1
2k [:-2 =k=-1

1
2

= Vektoren sind linear unabhéngig - nicht parallel
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Vektor

6.2.3 Spatprodukt - lineare Abhangigkeit - Basisvektoren - Komplanaritit

Sl
X
S

S\

QL

ap b1 c1
5: = a9 b = b2 8: Co
as b3 c3

ai b1 C1
as X by . Co
as b3 c3

Vektorprodukt von @, b skalar multipliziert mit ¢

Spatprodukt = Wert der Determinante

Spatprodukt: (@, 5,6) =
aq bl C1

a3 bz c3

(dxb)-€=a1~b2-03—|—b1-(32~a3—|—cl~a2-b3
—cl-b2-a3 —ay-c2-b3—0bl-as-c3

(2] () =

3 -4 7] 3 -4
-8 7 3| -85 -7

4 2 2| 4 2

D=3 (=7)-24(—4)-2-447-(=3)-2
—7-(=7)-4-3-2.2—(=4)-(=3) -

D =

Spatprodukt - Volumen

eVolumen von Prisma oder Spat

V=(@xb)-T

eVolumen einer Pyramide mit den Grundflachen:
Quadrat,Rechteck,Parallelogramm

V=2Yaxb) ¢

D =44
3 —4 7

a=| -3 b= -7 e=| 2
4 2 2
3 -4 7] 3 -4

V=|-3 -7 2| -3 -7
4 2 2| 4 2

V=3 (=7)-2+(-4)-2-447-(=3)-2
e Volumen ein dreiseitigen Pyramide T (T e h — F= e — (A (— D)=
V=_Laxb) e V=4
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Eigenschaften von 3 Vektoren

e (@xb)-Z=0= die drei Vektoren @,b,& 3 . —4 7
. . .. a= -3 b= -7 = 2

- sind linear abhéngig 4 9 9

- liegen in einer Ebene (komplanar) (@xb)-c=44

- sind keine Basisvektoren (@ x b) - @+# 0 = die drei Vektoren @,b,&
SO = . . o7 - sind linear unabhéngig

° (.a X b) cC#0=> fhe 'drel Vektoren @, b, ¢ _ liegen nicht in einer Ebene

- sind linear unabhéngig - sind Basisvektoren

- liegen nicht in einer Ebene

- sind Basisvektoren

Interaktive Inhalte:
hier klicken
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6.3 Gerade
6.3.1 Gerade aus 2 Punkten
T3 A
g
B(1/2
A(1/-2
T2
x1
Punkte: A(ai/as/a B(b1/by/b
_ (ar/az/as)  B(b1/b2/bs) Punkte: A(1/ —3/3) B(1/2/5)
Richtungsvektor Gerade aus zwei Punkten:
by —ay Cc1 . 1-1 0
A= b _ AB=| 2+3 | = 5
S “ 53 2
b3 — as C3 1 0
Punkt A oder B als Aufpunkt wéhlen = =3 | +A ( 5
a o 3 2
T = a9 + A C2
as C3
Besondere Geraden
z1 — Achse T9 — Achse x3 — Achse
1 0 0
r=X| 0 r=X| 1 r=Ax| 0
0 0 1
Interaktive Inhalte:
hier klicken
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6.4 Ebene

6.4.1 Parameterform - Normalenform

A
Z3 T3 A A
n

Parameterform Normalenform

/ """" ?X *a\= 90° x

IS

¥
o
>

«/
<y

T2 o
Ty
Ty
Parameterform

T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene

P - Aufpunkt (Stiitzvektor,Ortsvektor)

i, U - Richtungsvektoren

A, o-Parameter

T=P+\id+0-7
P Ul U1

Z=1 po |+A] o | +0]| v

b3 us V3

Normalenform - Koordinatenform

T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene 1
7i - Normalenvektor Normalenvektor: 7 = 2
P - Aufpunkt (Stiitzvektor,Ortsvektor) Punkt in der Ebene P(2/ _3 1/1)
- (Z—-p)=0 Nomalenform:
ny 1 p1 - (£—-p)=0
1 X1 2
ng | o 2 | — | p2 =0 (2)0((952)(—1))_0
n3 T3 P3 -3 T3 1
Koordinatenform: Koordinatenform:
ni(z1 — p1) + ne(z2 — p2) +ns3(xs —p3) =0 ingr sz)j';éji‘gl:)‘g 3(xz3—1)=0

nixzl — nlpl + nows — naps + nzxz — nzps =0
¢ = —(nip1 + ngp2 + n3p3)
nixl + noxs +ngxg+c=0
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Ebene

Besondere Ebenen

Ebene Parameterform Koordinatenform
1 0
zl—x22 | =)\ 0 +o 1 3 =0
0 0
1 0
zl—xz3 | =)\ 0 +o 0 2 =0
0 1
0 0
2 —x3 | =\ 1 +o 0 x1 =0
0 1

6.4.2 Ebenengleichung aufstellen

T3 A
B(1/2/5) Ebene E
/7
A(2/-1/
< C(3/2/3)
T2

Ebene aus 3 Punkten

Ebene aus drei Punkten:

Richtungsvektor: AB =

Richtungsvektor: AC =

a1 d1
T = a + A d2
as ds

Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bz/bg,) C(Cl/Cg/Cg)

Die 3 Punkte diurfen nicht auf einer Geraden liegen.

bl — a d1
bp—as | =1 da
b3 — as d3
€1 —ax €1
Co — Q9 = ()
C3 — a2 €3

Ebenengleichung aus Aufpunkt und den Richtungsvektoren.

€1

Punkte: A(2/ —1/3) B(1/2/5) C(3/2/3)
Ebene aus drei Punkten:

1-2 -1
AB=| 2+1 | = 3
5—3 2
B 1
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Ebene

Ebene aus Gerade und Punkt

Der Punkte darf nicht auf der Geraden liegen.

a1 b1
T = a +A bg
as bd

Punkt: C(c1/ca/cs)
Richtungsvektor zwischen Aufpunkt A und dem Punkt C

€1 —ay €1
A_C = Coy — a2 = €9
C3 — a2 €3
aq b1 €1
z= a + A by +o €2
as b3 €3

Ebene aus zwei parallelen Geraden

ai by
Gerade 1: Z=| ay | +A| by
as bs
c1 dy
Gerade 2: = | ¢ | +0| do
cs ds

Bei parallelen Geraden sind Richtungsvektoren linear abhén-
gig. Fiir die Ebenengleichung muss ein 2. Richtungsvektor
erstellt werden. 2. Richtungsvektor zwischen den Aufpunk-
ten A und C.

Ebenengleichung in Parameterform

1 2
Gerade: ¥ = 3 + A 3

4
Punkt: C(2/0/1)

21 1
Ab—(o:a)—(:a)
1+4 5
%
3

Gerade 1: ¥ = (

1

3

0

3 4
Gerade 2: ¥ = 4 +o 0

5 -2

Richtungsvektoren:
2 4
0 =k- 0
—1 —2
2 = +4k /4 =k= %
0 = +0k /:0 =k = beliebig
-1 = -2k /=2 =>k=3

= Geraden sind parallel

Cc1 —ax €1 Aufpunkt von Gerade 2 in Gerade 1
AC = Co — Q2 = €2 1 2
=1 3 |+ 0
C3 — Ay €3 0 -1
ai by eq Punkt: A(3/4/5)
T=| a +Al b +o| e 3. =1 422 /-1
? 2 ? 4 = 3 40N /-3
a b3 €3 5 = 0 —1x /-0
2 = 2X /:2 =A=1
1 = 0A = falsch
5 = —1x  /:-1 =A=-5
=
Geraden sind echt parallel
2. Richtungsvektor zwischen den Aufpunkten A und C
3—1 2
AC=| 4-3 | =11
5—-0 5
Ebenengleichung in Parameterform
1 2 2
=1 3 | +A 0 +o| 1
0 =l 5
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Ebene

Ebene aus zwei sich schneidenden Geraden

ai by
Gerade 1: Z=| as | +A| b
as b3
C1 dy
Gerade 2: T= | ¢o +o| da
c3 ds

Bei sich schneidenden Geraden sind Richtungsvektoren line-
ar unabhéngig.

Ebenengleichung in Parameterform

aiq bl dl
z= a + A by +o da
as bs ds

Interaktive Inhalte:
’ 3 Punkte H Punkt und Gerade H Parallele Geraden ‘

6.4.3 Parameterform - Koordinatenform

1. Methode: Determinante

aq b1 C1
T = ag + A bg +o Co
as b3 C3
r1—ar by ¢ |r—ar b
D = o — a2 bQ Co | T2 — Q2 b2 =0
x3—az by c3|x3—az by

(x1 —ay)-ba-c3+bl-c2-(x3—a3)+
cl-(zg —ag) by —cl b2 (x3—as)—
(x1 —a1)-c2-b3 —bl - (z2 —az)-c3 =0
Koordinatenform:

n1T1 + Noxs +n3xs + k=0

1 4
Gerade 1: ¥ = —2 + A -7
8 -8
9 —4
Gerade 2: ¥ = -5 +o —4
3 -3

Die Geraden schneiden sich im Punkt S(5,—9,0)
Ebenengleichung in Parameterform

)

~(3)(5)-(3

l‘l—l -2 2 1’1—1 —2
D=|z24+3 4 —-5|z24+3 4 =0
I3—2 3 0 .1‘3—2 3

(21-1) 40+ (=2) - (=5) - (w5 — 2) + 2+ (w2 +3) - 3—
2.4 (23—2) — (21— 1) (=5)-3— (=2) - (wa+3)-0=0
1521 + 622 + 223 — 1 =0

Koordinatenform:
1521 + 622 + 223 — 1 =0
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Analytische Geometrie

Ebene

2. Methode: Vektorprodukt

a1 b1 C1
T = az +FA| b +o| c2
as b3 c3

Normalenvektor der Ebene mit dem Vektorprodukt

bl C1 bg'Cg—b3'02
n= bg X Co = b3'Cl—C3'b1
b3 C3 bl'CQ—bQ'Cl
ny
= o
ns

Normalenvektor der Ebene und Aufpunkt in die Koordina-
tenform einsetzen.

niai; + ngas +nzas + k=0

k berechnen

n1x1 + Noxrs +nzx3 + k=0

Interaktive Inhalte:
’ Determinante H Vektorprodukt

6.4.4 Koordinatenform - Parameterform
1. Methode

Nn1x1 + Noxo + N3xs + k=0

ez durch einen Parameter ersetzen

xrp = A

exo durch einen Parameter o ersetzen

X9 =0

e Koordinatenform nach z3 auflésen
k

—_k _mna.
T3 =~ nas L1

e Ebene in Punktdarstellung :
z1=0+1-A40-0
2o=04+0-A+1-0

ng
ns J;?

T3 = —n% — Z—; — —U
e Parameterform der Ebene
0 1 0
T = 0 + A 0 + 0o 1
_k ny _na
ns ns ns

-1
T = +A +o 0
1
Vektorprodukt
-1
R=bx¢ 0
0 1
—-1-1-0-0
= 0-(-1)—1-1
1-0— (1) - (~1)
-1
n= -1
—1

Normalenvektor in die Koordinatenform einsetzen.
—lx1 — 1z —1lzs+ k=0

Aufpunkt in die Koordinatenform einsetzen.
-1-1-1-2—-1-(-7)+k=0

k=—-4

Koordinatenform

—1131—1:1}2—11‘3—4:0

4z, + 8xo +2x3 —2=0
ez, durch einen Parameter ersetzen
1 = )\
o> durch einen Parameter o ersetzen
X2 = 0O
e Koordinatenform nach z3 auflésen
20 =—%  do1 - 0z
X3 21—21‘1 —4272
e Ebene in Punktdarstellung :
z1=04+1-A+0-0
2o =04+0-A+1-0
r3 = 1—-2\—4o
e Parameterform der Ebene

0 1 0
I = 0 + A 0 +o 1

1 -2 —4
4581 — =0
o> durch einen Parameter ersetzen
o = )\
ex3 durch einen Parameter o ersetzen
r3 =0
e Koordinatenform nach z; auflésen
T = %

e Ebene in Punktdarstellung :
m1:%+0-)\+0-0
2o=04+1-A4+0-0
23 =0+0-A+1-0

e Parameterform der Ebene

i 0 0
Z=| 0 |+x[ 1 |+o| O
0 0 1
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Analytische Geometrie Ebene

2. Methode
e Drei beliebige Punkte, die in der Ebene liegen ermitteln. 4dz1 + 8wz + 223 —2 =10
e Die Richtungsvektoren miissen linear unabhéngig sein. *rL = 0 21 = Wb o e i GO S O
] einsetzen.= z3 = 1 und P;(0/0/1)
e Ebenengleichung aus 3 Punkten aufstellen. e 2 weitere Punkte ermitteln: Py(1/0/ — 1) Ps5(0/1/ — 3)
e Die Richtungvektoren sind linear unabhéngig:
1 0
0 1
-2 —4
e Parameterform der Ebene
0 1 0
Z=| 0 | +A 0 +o 1
1 —2 —4
6.4.5 Koordinatenform - Hessesche Normalenform
Koordinatenform: Koordinatenform:
M1 + NeZo +nars + ki =0 1521 + ?5;)2 +2z3-1=0
Normalenvektor 7= 6
ny D)
n=| na Linge des Normalenvektors:

s 7| = /2% + 2% + a2
|7i] = V152 + 62 + 22

Lange des Normalenvektors:

. . 5 5 |7i| = 16,3
|71 = V1 + Nz +n3 Hessesche Normalenform:
Hessesche Normalenform: HNF. 2%t 61”; ;r 223 -1 _
k1 <0 ) ’
HNF: ni1x1 + NeT2 + N3x3 + K1 —0
\/n% -+ n% + n%
k1 >0

HNF: n1T1 + Noo + naxs + kq —0

—/n? + n3 + n}

Interaktive Inhalte:
hier klicken
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Analytische Geometrie Kugel

6.5 Kugel
6.5.1 Kugelgleichung

M(my/ma/ms3) - Mittelpunkt der Kugel M(3/2/ — 4) — Mittelpunkt der Kugel

r = 6 — Radius der Kugel

S X (x1/x2/x3) — beliebiger Punkt auf der Kugel
X (x1/x2/x3) - beliebiger Punkt auf der Kugel Kugelgleichung:

Kugelgleichung;: (@1 —3)° + (22 — 2)* + (22 +4)* = 67

(z1 —m1)? 4 (22 — ma)? + (x2 — mg)® =12

r - Radius der Kugel

=r
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Lagebeziehung

6.6 Lagebeziehung
6.6.1 Punkt - Gerade

/

Cs

9 Cy L

Ebene E

/

92

Punkt C liegt auf der Geraden g; Abstand d des Punktes C; von der Geraden go

a by
T = as + A bg
as b3

Punkt: C(cq/ca/cs)
cio= ar + b =\
c1= ay + bahe = A2
c1= as + bgAs = A3

A =X =3 =>

Punkt liegt auf der Geraden

nicht alle A gleich =
Punkt liegt nicht auf der Geraden

Lotfupunkt und Abstand des Punktes berechnen.

senkrecht zur Geraden ist und den Punkt C enthélt.

Ebene.
Abstand des Punktes, ist die Lange des Vektors LC

Die Koordinatenform der Ebenengleichung aufstellen, die

Richtungsvektor der Geraden = Normalenvektor der Ebene.

Der Lotfuflpunkt ist der Schnittpunkt zwischen Gerade und

1 -2
z= ( 3 ) + A ( —2 ) Punkt: C(7,9,—6)
-3 2

7T o= 1 -2x /-1
9 = 3 -22 /-3
-6 = -3 +2x /+3

= -2% /:=2 =X=-3
6 = —-2x /:-2 =x=-3
-3 = 2X /:2 =x=-11

= Punkt liegt nicht auf der Geraden
Lotfulpunkt und Abstand des Punktens berechnen.
Richtungsvektor der Geraden = Normalenvektor der Ebene.
—2x1 —2x2+ 223+ k=0

C ist Punkt in der Ebene
—2-7-2-942-(-6)+k=0
k=44
—2x1 — 220 + 223 +44 =0
LotfuBpunkt ist der Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene.
T = 1 —2A

T2 = 3 —2A
r3 = —3 +2\
—2(1—2X) —2(3—2A) +2(—342)\) +44 =0
122 +30=0
A=
A=-21

()0 (3)

LotfuBpunkt: L(6,8, —8)

B 12-7 -1
CL=| 30-9 |=| -1
—22+6 -2
Abstand Punkt Gerade
€| = (=12 + (=1 + (-2)°
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Lagebeziehung

Interaktive Inhalte:

hier klicken

6.6.2 Gerade - Gerade

g1

Geraden schneiden sich ~ Geraden sind parallel

g1

/ "

g2
g2

Geraden sind windschief Geraden sind identisch

ay by
Gerade 1: Z=| as | +A]| by
as b3
1 dy
Gerade 2: Z=| ¢ | +0o| do
c3 ds

Richtungsvektoren linear abhéngig (parallel) ?

AN

1 4
Gerade 1: ¥ = —2 + A -7
8 -8
9 —4
Gerade 2: ¥ = -5 + o —4
3 -3

Richtungsvektoren:

(2)-(3)

= —4k /=4 =k=-1
-7 = —4k /-4 =>k=13
-8 = -3k /=3 =>k=2%2

= Geraden sind nicht parallel

Aufpunkt von gl auf g27 Geraden gleichsetzen . .
1 4 9 —4
Nein  keine Losung Losung -2 | +A|l -7 )= -5 | +o| —H4
8 -8 3 -3
1 +4Xx = 9 —4o /-1 /+4c

-2 -7\ = -5 —4o /+2 /+4o0
identlsch echt paralllel Wlndschlef schneiden sich 8 8\ = 3 -3 /—8 /430
I AN +40 =38
11 —TA+40=-3
117 —8\—30=-5

Aus den Gleichungen I und IT A und o berechnen
oc=1

A=1

A und o in die verbleibende Gleichung einsetzen
II7 8+4+1-(—8)=3+1-(-3)

0=0

A oder o in die Geradengleichung einsetzen

() ()

Schnittpunkt: S(5,—9,0)
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Lagebeziehung

Interaktive Inhalte:

hier klicken

6.6.3 Punkt - Ebene (Koordinatenform)

P
d
oP oL
Punkt liegt in der Ebene Punkt liegt nicht in der Ebene

Punkt: A(&l/ag/ag)
Ebene: nix1 + noxs +n3xrs +c¢1 =0

ny-a;+ng-ax+nz-az+c =0
e Liegt der Punkt in der Ebene?

Punkt in die Ebene einsetzen.

Gleichung nach Umformung: 0 = 0 = Punkt liegt in der
Ebene

e Abstand Punkt - Ebene

Punkt in die HNF einsetzen.

Interaktive Inhalte:

hier klicken

Punkt: A(1/2/0)

Ebene: —1x1 —3z2 + 123+ 7=0
-1-1-3-2+1-0+7=0

0=0

Punkt liegt in der Ebene

Punkt: A(2/ —4/3)

Ebene: — 1z1 — 322+ 123 +7=0
-1-2-3-(-4)+1-3+7=0
20=0

Punkt liegt nicht in der Ebene

Abstand des Punktes von der Ebene

Koordinatenform in Hessesche Normalenform HNF

—lxy — 32+ 13 +7=0

Lénge des Normalenvektors:
7] = /i + nf +n3
7] = /(—1)% + (=3)> + 12
|7i| = 3,32
HNF:
—1x; —3x24+1x347 =0
3,32
Punkt in HNF:
d*|_1.2_3.(_4)+1.3+7

—3,32
d=|—6,03|
d=6,03
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6.6.4 Gerade - Ebene (Koordinatenform)

/g Gerade ist parallel zur Ebene Gerade liegt in der Ebene

“ b Gerade: @ g A g
Gerade: T=| as | +A| by crades = 7 * 5
as b3 Ebene: 121 — 222 + 523 +10=0
Ebene: nyxy + noxg +ngxs +c¢1 =0 me= AR
To = 5 +HA
3= T 45X
Geradel in Punktdarstellung 1(3+4X) —2(5+5X) +5(7T+5X) +10=0
$1=a1+b1)\ 19)\+38:O
To = ag + bg)\ A= *171;8
r3 = as + b3\ A= —2
3 4
T = 5 5
1,3, x3 in die Ebenengleichung einsetzen 5
ni(a1 + biA) + naag + boX) 4+ ns(as + bs\) +c¢; =0 Schnlttpunkt S(=5,—5,—3)

Die Gleichung nach der Variablen auflosen.

e Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene

Auflésung nach einer Variablen ist méglich. Variable in die
Gerade einsetzen

e Geraden und Ebene sind parallel

Auflésung nach der Variablen ist nicht moglich. A heben
sich auf.

Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Gerade liegt in der Ebene

Auflésung nach der Variablen ist nicht mdoglich. A heben
sich auf.

Gleichung nach Umformung:0 =0

Interaktive Inhalte:

hier klicken
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Lagebeziehung

6.6.5 Ebene - Ebene

Es

/
= Es
E

Ebenen sind identisch

Ebenen sind parallel

Parameterform - Koordinatenform

Parameterform - Ebenel

ay b1 c1
T = az +A| b +o| c2
as b3 c3

Koordinatenform - Ebene2

n1x1 + noxe +n3xz + k1 =0

Ebenel in Punktdarstellung
T1 =a; + b\ +co
To = a9 + bo\ + o0
T3 = a3 + bgA + co0

1, %2, x3 in die Ebenengleichung einsetzen
ni(ar + A + o)+

na(ag + baA + coo)+

ng(as +bsA +co0) + k1 =0

Die Gleichung nach einer Variablen auflésen

e Schnittgerade zwischen den Ebenen

Auflésung nach einer Variablen ist moglich. A oder o in die
Parameterform einsetzen

e Ebenen sind parallel

Auflésung nach einer Variablen ist nicht méglich. A und o
heben sich auf

Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Ebenen sind identisch

Auflésung nach einer Variablen ist nicht méglich. A und o
heben sich auf

Gleichung nach Umformung: 0 = 0

Ebenen schneiden sich

e () (1)

Ebene: 121 + 1zo + 0xz3 +
z1= —2 +1A 400
o= —4 +2\ —lo
T3 = 2 +2)\ —lo

”ww>—~

)

(=24 1A+ 00) + 1(—4+2X — 16) + 0(2+ 2A — 20) + 0 =0

3A\-1c—-6=0

- —2 1 0
e ( _4)“.(2)%_@.(_1)
2 2 —2

—2 1
Schnittgerade: & = 2 + A -1
14 —4
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Parameterform - Parameterform

Eine Ebene in die Koordinatenform umrechnen. Danach die

Loésung mit Parameterform - Koordinatenform berechnen.

Koordinatenform - Koordinatenform

Eine Ebene in die Parameterform umrechnen. Danach die

Loésung mit Parameterform - Koordinatenform berechnen.

Interaktive Inhalte:

hier klicken
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Tabellen

7 Tabellen

7.1 Umrechnungen

Interaktive Umrechnungen

hier klicken

7.1.1 Zehnerpotenz

Eins 100 |1 Eins 109 1
Zehn 10t |10 Zehntel 10t ]o,1
Hundert 102 | 100 Hundertstel 1072 [ 0,01
Tausend 10° | 1000 Tausendstel 10—2 | 0,001
Zehntausend 10* | 10000 Zehntausendstel 10~* | 0,0001
Hunderttausend | 10° | 100000 Hunderttausendstel | 10> | 0,00001
Million 10° | 1000000 Millionstel 1075 | 0,000001
107 | 10000000 10~7 | 0,0000001
108 | 100000000 10-% [ 0,00000001
Milliarde 10 | 1000000000 10=2 | 0,000000001
10%° [ 10000000000 10~19 [ 0,0000000001
10 | 100000000000 10~ 1 0,00000000001
Billion 102 | 1000000000000 10~*2 | 0,000000000001
10 | 10000000000000 10~ ] 0,0000000000001
10™ | 100000000000000 10~ ] 0,00000000000001
Billiarde 10™ | 1000000000000000 10~ ] 0,000000000000001
10%% [ 10000000000000000 1016 | 0,0000000000000001
107 | 100000000000000000 10~17 ] 0,00000000000000001
Trillion 10'® | 1000000000000000000 10~18 | 0,000000000000000001
10 | 10000000000000000000 10~ ] 0,0000000000000000001
10%° | 100000000000000000000 10—29 | 0,00000000000000000001
Trilliarde 10%T [ 1000000000000000000000 1021 | 0,000000000000000000001
10%2 | 10000000000000000000000 10~22 | 0,0000000000000000000001
10%* | 100000000000000000000000 1023 | 0,00000000000000000000001
Quadrillion 10%* | 1000000000000000000000000 10~2% | 0,000000000000000000000001

7.1.2 Langen

m - Meter
km - Kilometer

dm - Dezimeter

cm - Zentimeter

mm - Millimeter

um - Mikrometer

nm - Nanometer

-1000 -10 -10 10
: 1000 10 : 10 : 10
m dm cm mm um nm pm km
m 1 10 100 1000 | 10° 10° | 10" | 0,001
dm | 0,1 1 10 100 10° 10% | 10 | 0,0001
em | 0,01 | 0,1 10 10* 107 [ 10| 107°
mm | 0,001 | 0,01 0,1 1 1000 | 105 | 10° | 107°
wm | 107 | 10~° | 0,0001 | 0,001 1 1000 | 10° | 107°
nm | 107° [ 1078 | 1077 | 107% | 0,001 1 1000 | 1072
pm [ 1002107 100 [ 107 [ 107 [ 0,001 | 1 10715
Em | 1000 | 107 10° 10° 10° 1072 | 108 1
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7.1.3 Flachen

m? - Quadratmeter dm? - Quadratdezimeter cm? - Quadratzentimeter

mm? - Quadratmillimeter a- Ar  ha - Hektar  km?
- Quadratkilometer
-100 100 .100 -100 -100 -100
i 7 X a/\ Q/NmQ/\A /—\AC /—\ -
- 100 : 100 : 100 : 100 : 100 : 100
m? dm? cm? | mm? a ha km?
m?2 1 100 107 | 10° 0,01 [0,0001] 107°
dm* | 0,01 1 100 | 10* [0,0001 | 107° 107%
em? 10,0001 [ 0,01 1 100 10~° 10°% [ 10717
mm? | 10°% | 0,0001 | 0,01 1 10°% [ 1071° [ 10712
a 100 107 10° | 108 1 0,01 | 0,0001
ha 107 10° 10% | 10 100 1 0,01
km? 10° 10% 1010 | 10™2 107 100 1

7.1.4 Volumen

m?® - Kubikmeter dm?® - Kubikdezimeter —c¢m?® - Kubikzentimeter ~mm?® - Kubikmillimeter [ - Liter

hl - Hektoliter ml -
Milliliter
-10° -1000 -1000 -1000
i hm?)q m /—\ m3
S W< W
10° : 1000 : 1000 : 1000
m> dm? cm? mm> l hl ml
m> 1 1000 | 10° 10° | 1000 | 10 10°
dm® | 0,001 1 1000 | 10° 1 0,01 | 1000
em® | 107 ] 0,001 1 1000 | 0,001 | 107° 1
mm> | 107° | 107°% | 0,001 1 107% [ 10=® | 0,001
l 0,001 1 1000 | 10° 1 0,01 | 1000
hl 0,1 100 10° 10% 100 1 10°
ml | 107% [ 0,001 1 1000 | 0,001 | 10°° 1
7.1.5 Zeit
s - Sekunden  min - Minuten h - Stunden ms - Millisekunden  ps - Mikrosekunden ns - Nanosekunden ps - Pikosekunden
s min h ms us ns ps
s 1 0,01667 0,0002778 1000 10° 10° 10™2
min | 60 1 0,01667 6-10% 6-107 6-10%° 6-10%°
h 3600 60 1 3,6-10° [ 3,6-10° [ 3,6-102 | 3,6-10™°
ms | 0,001 | 1,667-10"° | 2,778 -10~" 1 1000 10° 10°
us | 107% [ 1,667-107% [ 2,778 -10"° [ 0,001 1 1000 10°
ns | 107° [ 1,667-10" | 2,778 -10~ 10~° 0,001 1 1000
ps | 10712 [ 1,667-10"1* [ 2,778 -10"° | 107° 10°° 0,001 1

7.1.6 Winkel

° - Grad (360°)

rad - Radiant (Bogenmaf) mrad - Milliradiant
/

" - Winkelminute " - Winkelsekunde gon - Neugrad
° " gon rad mrad
° 1 60 3600 1,111 0,01745 1,745 -107°
! 0,01667 1 60 0,01852 0,0002909 | 2,909 -10~"
7170,0002778 | 0,01667 1 0,0003086 | 4,848 - 10 © | 4,848 - 10 °
gon 0,9 54 3240 1 0,01571 1,571-107°
rad 57,3 3438 2,063 - 10° 63, 66 1 0,001
mrad | 5,73-10% | 3,438-10°% | 2,063 - 10% | 6,366 - 10* 1000 1
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Umrechnungen

7.1.7 Dezimale Einheiten

B - Bezugsgrofle d - Dezi  c-Zenti m-Milli p-Mikro n-Nano p-Pico f-Femto a-Atto da-Deka h - Hekto
k-Kilo M-Mega G-Giga T -Tera P -Peta FE -Exa
~1000 ~1000 -1000 -1000 -1000 .10 -10 -10
: 1000 : 1000 : 100 : 1000 : 1000 110 : : 10
-10 -10 -1000 -1000 -1000 -1000 -1000
b CO'Omfv
: 10 : : : 10 : 1000 : 1000 : 1000 : 1000
B < ™ W n P 7 a da D E M G T P E
B 1 10 100 1000 106 109 1012 1015 1071 0,1 0,01 0,001 10— 6 10— 9 0—12 [ 10-15 | 10— 18
d 0,1 1 10 100 105 10 1017 1017 | 1017 0,01 0,001 | 0,0001 10— 7 10-10 10~ 13 [ 10-T6 [ 10— 19
c 0,01 0,1 1 10 10% 107 1010 101 1016 | 0,001 [ 0,0001 10—° 10— 10~ 1T 10~ [ 10=T7 [ 10=20
m 0,001 0,01 0,1 1 1000 106 109 1012 1015 | 0, 0001 10—° 10— 6 10— 9 10-12 [ 10=15 | 10— 1 10— 21
w 10— 6 10=5 | 0,0001 | 0,001 1 1000 108 109 1012 107 10— 10— 9 10-12 [ 1015 [ 101 10—2T [ 10— 2%
n 10— 9 10— 10— 7 10— 0 0,001 1 1000 108 109 1010 | 10— TT [ 1012 [ 10715 [ 1018 [ 10721 [ 10=24 | 10—27
P 10-12 [ 10= 1T | 10—10 10— 9 10— 6 0,001 1 1000 106 10— 13 10— 14 | 1015 10—18 [ 10=217 | 10=2% | 1027 | 10-30
f 10— 15 [ 1014 | 10-13 | 1012 109 10=6 | 0,001 1 1000 | 10— 16 [ 10— 17 | 101 10— 21 [ 1024 [ 10=27 | 1030 | 1033
a | 101 10=17 [ 10=10 [ 10=15 [ 10772 [ 10=9 | 10=% | 0,001 1 10=19 | 10720 [ 1021 [ 10=2% | 10727 [ 10730 [ 1033 | 10=36
da 10 100 1000 104 107 1010 1013 1016 1019 1 0,1 0,01 10—° 1038 10— 11 [ 1014 | 10—17
h 100 1000 107 10° 10 1011 1017 1017 | 1020 10 1 0,1 0,0001 | 107 [ 1010 [ 10- 13 [ 1016
k 1000 10% 105 108 109 1012 1015 101 102T 100 10 1 0,001 10-6 10— 9 1012 [ 10~ 15
M 106 107 108 109 012 1015 1018 10271 1024 105 104 1000 1 0,001 10— 6 10— 9 10— 12
G 109 1010 1011 1012 1015 101 1021 1027 | 1027 10 107 108 1000 1 0,001 10— 0 10— 9
T 1012 1013 1014 1015 101 1021 1024 1027 | 1030 101T 1010 109 106 1000 1 0,001 10— 0
P 1015 1016 1017 101 102T 1021 1027 1030 | 1033 1014 1013 101 109 106 1000 1 0,001
E 100 1019 1020 1021 1024 1027 1030 1033 | 1036 1017 1016 1015 1012 109 109 1000 1
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Primzahlen

7.2

Primzahlen

2

3

5

7

11

13

17

19

23

29

31

37

41

43

47

53

59

61

67

71

73

79

83

89

97

101

103

107

109

113

127

131

137

139

149

151

157

163

167

173

179

181

191

193

197

199

211

223

227

229

233

239

241

251

257

263

269

271

277

281

283

293

307

311

313

317

331

337

347

349

353

359

367

373

379

383

389

397

401

409

419

421

431

433

439

443

449

457

461

463

467

479

487

491

499

503

509

521

523

541

547

557

563

569

571

577

587

593

599

601

607

613

617

619

631

641

643

647

653

659

661

673

677

683

691

701

709

719

727

733

739

743

751

757

761

769

773

787

797

809

811

821

823

827

829

839

853

857

859

863

877

881

883

887

907

911

919

929

937

941

947

953

967

971

977

983

991

997

1009

1013

1019

1021

1031

1033

1039

1049

1051

1061

1063

1069

1087

1091

1093

1097

1103

1109

1117

1123

1129

1151

1153

1163

1171

1181

1187

1193

1201

1213

1217

1223

1229

1231

1237

1249

1259

1277

1279

1283

1289

1291

1297

1301

1303

1307

1319

1321

1327

1361

1367

1373

1381

1399

1409

1423

1427

1429

1433

1439

1447

1451

1453

1459

1471

1481

1483

1487

1489

1493

1499

1511

1523

1531

1543

1549

1553

1559

1567

1571

1579

1583

1597

1601

1607

1609

1613

1619

1621

1627

1637

1657

1663

1667

1669

1693

1697

1699

1709

1721

1723

1733

1741

1747

1753

1759

1777

1783

1787

1789

1801

1811

1823

1831

1847

1861

1867

1871

1873

1877

1879

1889

1901

1907

1913

1931

1933

1949

1951

1973

1979

1987

1993

1997

1999

2003

2011

2017

2027

2029

2039

2053

2063

2069

2081

2083

2087

2089

2099

2111

2113

2129

2131

2137

2141

2143

2153

2161

2179

2203

2207

2213

2221

2237

2239

2243

2251

2267

2269

2273

2281

2287

2293

2297

2309

2311

2333

2339

2341

2347

2351

2357

2371

2377

2381

2383

2389

2393

2399

2411

2417

2423

2437

2441

2447

2459

2467

2473

2477

2503

2521

2531

2539

2543

2549

2551

2557

2579

2591

2593

2609

2617

2621

2633

2647

2657

2659

2663

2671

2677

2683

2687

2689

2693

2699

2707

2711

2713

2719

2729

2731

2741

2749

2753

2767

2777

2789

2791

2797

2801

2803

2819

2833

2837

2843

2851

2857

2861

2879

2887

2897

2903

2909

2917

2927

2939

2953

2957

2963

2969

2971

2999

3001

3011

3019

3023

3037

3041

3049

3061

3067

3079

3083

3089

3109

3119

3121

3137

3163

3167

3169

3181

3187

3191

3203

3209

3217

3221

3229

3251

3253

3257

3259

3271

3299

3301

3307

3313

3319

3323

3329

3331

3343

3347

3359

3361

3371

3373

3389

3391

3407

3413

3433

3449

3457

3461

3463

3467

3469

3491

3499

3511

3517

3527

3529

3533

3539

3541

3547

3557

3559

3571

3581

3583

3593

3607

3613

3617

3623

3631

3637

3643

3659

3671

3673

3677

3691

3697

3701

3709

3719

3727

3733

3739

3761

3767

3769

3779

3793

3797

3803

3821

3823

3833

3847

3851

3853

3863

3877

3881

3889

3907

3911

3917

3919

3923

3929

3931

3943

3947

3967

3989

4001

4003

4007

4013

4019

4021

4027

4049

4051

4057

4073

4079

4091

4093

4099

4111

4127

4129

4133

4139

4153

4157

4159

4177

4201

4211

4217

4219

4229

4231

4241

4243

4253

4259

4261

4271

4273

4283

4289

4297

4327

4337

4339

4349

4357

4363

4373

4391

4397

4409

4421

4423

4441

4447

4451

4457

4463

4481

4483

4493

4507

4513

4517

4519

4523

4547

4549

4561

4567

4583

4591

4597

4603

4621

4637

4639

4643

4649

4651

4657

4663

4673

4679

4691

4703

4721

4723

4729

4733

4751

4759

4783

4787

4789

4793

4799

4801

4813

4817

4831

4861

4871

4877

4889

4903

4909

4919

4931

4933

4937

4943

4951

4957

4967

4969

4973

4987

4993

4999

5003

5009

5011

5021

5023

5039

5051

5059

5077

5081

5087

5099

5101

5107

5113

5119

5147

5153

5167

5171

5179

5189

5197

5209

5227

5231

5233

5237

5261

5273

5279

5281

5297

5303

5309

5323

5333

5347

5351

5381

5387

5393

5399

5407

5413

5417

5419

5431

5437

5441

5443

5449

5471

5477

5479

5483

5501

5503

5507

5519

5521

5527

5531

5557

5563

5569

5573

5581

5591

5623

5639

5641

5647

5651

5653

5657

5659

5669

5683

5689

5693

5701

5711

5717

5737

5741

5743

5749

5779

5783

5791

5801

5807

5813

5821

5827

5839

5843

5849

5851

5857

5861

5867

5869

5879

5881

5897

5903

5923

5927

5939

5953

5981

5987

6007

6011

6029

6037

6043

6047

6053

6067

6073

6079

6089

6091

6101

6113

6121

6131

6133

6143

6151

6163

6173

6197

6199

6203

6211

6217

6221

6229

6247

6257

6263

6269

6271

6277

6287

6299

6301

6311

6317

6323

6329

6337

6343

6353

6359

6361

6367

6373

6379

6389

6397

6421

6427

6449

6451

6469

6473

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

237

https://fersch.de



Tabellen

Griechisches Alphabet

6481

6491

6521

6529

6547 | 6551

6553

6563

6569

6571

6577

6581

6599

6607

6619

6637

6653

6659

6661

6673 | 6679

6689

6691

6701

6703

6709

6719

6733

6737

6761

6763

6779

6781

6791

6793 | 6803

6823

6827

6829

6833

6841

6857

6863

6869

6871

6883

6899

6907

6911

6917 | 6947

6949

6959

6961

6967

6971

6977

6983

6991

6997

7001

7013

7019

7027

7039 | 7043

7057

7069

7079

7103

7109

7121

7127

7129

7151

7159

717

7187

7193

7207 | 7211

7213

7219

7229

7237

7243

7247

7253

7283

7297

7307

7309

7321

7331

7333 | 7349

7351

7369

7393

7411

7417

7433

7451

7457

7459

T4T7

7481

7487

7489

7499 | 7507

7517

7523

7529

7537

7541

7547

7549

7559

7561

7573

7577

7583

7589

7591 | 7603

7607

7621

7639

7643

7649

7669

7673

7681

7687

7691

7699

7703

ey

7723 | TT27

7741

7753

7757

7759

7789

7793

7817

7823

7829

7841

7853

7867

7873

7877 | 7879

7883

7901

7907

7919

7927

7933

7937

7949

7951

7963

7993

8009

8011

8017 | 8039

8053

8059

8069

8081

8087

8089

8093

8101

8111

8117

8123

8147

8161

8167 | 8171

8179

8191

8209

8219

8221

8231

8233

8237

8243

8263

8269

8273

8287

8291 | 8293

8297

8311

8317

8329

8353

8363

8369

8377

8387

8389

8419

8423

8429

8431 | 8443

8447

8461

8467

8501

8513

8521

8527

8537

8539

8543

8563

8573

8581

8597 | 8599

8609

8623

8627

8629

8641

8647

8663

8669

8677

8681

8689

8693

8699

8707 | 8713

8719

8731

8737

8741

8747

8753

8761

8779

8783

8803

8807

8819

8821

8831 | 8837

8839

8849

8861

8863

8867

8887

8893

8923

8929

8933

8941

8951

8963

8969 | 8971

8999

9001

9007

9011

9013

9029

9041

9043

9049

9059

9067

9091

9103

9109 | 9127

9133

9137

9151

9157

9161

9173

9181

9187

9199

9203

9209

9221

9227

9239 | 9241

9257

9277

9281

9283

9293

9311

9319

9323

9337

9341

9343

9349

9371

9377 | 9391

9397

9403

9413

9419

9421

9431

9433

9437

9439

9461

9463

9467

9473

9479 | 9491

9497

9511

9521

9533

9539

9547

9551

9587

9601

9613

9619

9623

9629

9631 | 9643

9649

9661

9677

9679

9689

9697

9719

9721

9733

9739

9743

9749

9767

9769 | 9781

9787

9791

9803

9811

9817

9829

9833

9839

9851

9857

9859

9871

9883

9887 | 9901

9907

9923

9929

9931

9941

9949

9967

9973

7.3 Griechisches Alphabet
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Alpha

Beta

Gamma

Delta

Epsilon

Zeta
Eta
Theta
Tota

Kappa
Lambda

Mi

Ve~ MY EHO N

14
i3
o
™ W
po
g g
-
v
o
X
P

w

Ni

Xi
Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi
Chi
Psi
Omega
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